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摘 要

摘 要

随着大数据时代数据量的快速增长与计算能力的普遍提升，以深度神经网络

为代表的机器学习算法广泛应用于图像识别、自然语言处理、推荐系统等应用领

域。然而，由于对深度神经网络工作机制认识的欠缺，算法设计及相应的超参数

设置往往以经验和启发式的方式进行，在消耗大量计算资源的同时性能无法得到

保障。为解决该问题，本文基于信息论中的局部分析方法，对深度神经网络的工

作机制及理论特性展开系统性研究，并针对实际应用场景分别设计了有监督学习

及无监督学习的高效算法。论文工作的贡献可总结为如下四个部分：

首先，基于对深度神经网络特征提取过程的分析，揭示了该特征提取问题所

具有的奇异值分解数学结构。基于该结构，分析表明由神经网络提取的特征也是

统计推断中取得最小推断误差的特征，从而为最优特征赋予可解释性。在此基础

上，进一步提出了信息论意义上对特征的性能度量，并在实际学习任务上检验了

度量的有效性。

其次，基于神经网络特征提取的奇异值分解结构，由奇异向量的微扰分析给

出深度神经网络的样本复杂度。本文将样本复杂度刻画为泛化误差所对应的误差

指数，分别给出了有监督学习及半监督学习场景下误差指数的解析表达式，并在

此基础上考察了训练所需样本数及半监督学习中有标签样本与无标签样本的最优

采样策略。

再次，基于对神经网络训练中随机梯度下降法的分析，表明了训练过程中计

算效率与平均泛化误差所满足的折中关系，并给出了大样本、小学习率分析机制

下平均泛化误差的解析表达式。基于该表达式，本文给出了随机梯度下降法中学

习率等重要超参数的理论最优选择，并对实践中具有代表性的超参数调节策略提

供了理论解释。

最后，通过将信息论中概率分布的优化问题转化为对特征的优化问题，提出

了信息论意义上最优特征求解的深度学习算法设计框架。基于该设计框架，针对

有监督分类及无监督多模态数据特征提取的应用场景，分别提出了相应的最优特

征学习算法，进一步分析了其与经典机器学习算法的内在联系，并在实际数据集

上检验了算法的有效性。

关键词：局部信息几何；机器学习；深度神经网络；样本复杂度；泛化误差
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Abstract

Abstract

With the rapid growth of data amount and the general improvement in the big data

era, machine learning algorithms, in particular the deep neural networks (DNNs), have

been widely used in applications including image recognition, natural language process­

ing, and recommendation systems. However, due to the lack of theoretical understand­

ing, the design and hyperparameter tuning of DNNs are usually conducted in an empiri­

cal and heuristic manner, which consumes much computing resources while provides no

performance guarantees. To address this problem, in this thesis, we provide theoretical

characterizations of DNNs and design efficient algorithms for supervised learning and un­

supervised learning scenarios, respectively, using a local information­theoretic analysis

approach. The contribution of this thesis can be summarized in the following four aspects:

Firstly, based on the analysis of feature extraction in DNNs, we reveal the singu­

lar value decomposition (SVD) structure of the feature extraction problem. Using this

structure, we show that the feature extracted by the network coincides with the one that

achieves the minimum inference error in statistical inference tasks. In addition, we pro­

pose an information­theoretic performance metric for features and validate this metric in

practical learning tasks.

Secondly, using the established SVD nature of feature extraction, we establish the

sample complexity of DNNswith a perturbation analysis of singular vectors. In particular,

we characterize the sample complexity using the corresponding error exponent of the

generalization error and establish the analytical expressions for the exponents for both

supervised and semi­supervised learning scenarios. Our results suggest the sample size

required for training, together with the optimal sampling strategy for labeled and unlabeled

samples in semi­supervised learning.

Thirdly, based on the analysis of the stochastic gradient descent (SGD) for training

DNNs, we demonstrate that there exists a tradeoff between computational efficiency and

the average generalization error during the training process. In addition, we establish the

analytical expression for the average generalization error in the large sample and small

learning rate regime. The results suggest the optimal choice for hyperparameters such as

the learning rate, and also provide theoretical insights in understanding practical strategies

for tuning these parameters.
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Abstract

Finally, we propose a framework to design deep learning algorithms in extracting

information­theoretically optimal features, by converting the information­theoretic opti­

mization problem over probability distributions to an optimization problem over features.

With this framework, we propose algorithms that extract features for classification tasks

and on unsupervised multi­modal data, respectively. We show that the proposed algo­

rithms have deep connections with classical machine learning algorithms and also validate

their performances on practical datasets.

Key Words: Local Information Geometry; Machine Learning; Deep Neural Networks;

Sample Complexity; Generalization Error
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主要符号对照表

主要符号对照表

ACE 交替条件期望 (Alternating Conditional Expectation)
SVD 奇异值分解 (Singular Value Decomposition)
𝑋, 𝑌 随机变量

𝒳, 𝒴 随机变量 𝑋, 𝑌 取值的字母集
ℙ(⋅) 概率

𝔼 [⋅] 数学期望
d= 同分布

𝒫𝒳 所有 𝒳 上的概率分布的集合
relint(⋅) 集合的相对内部 (Relative Interior)
⊗ 矩阵的 Kronecker乘积
∘ 矩阵的 Hadamard乘积
‖ ⋅ ‖ 向量的 ℓ2范数

‖ ⋅ ‖F 矩阵的 Frobenius范数
‖ ⋅ ‖s 矩阵谱范数，即最大奇异值

tr {⋅} 矩阵的迹 (Trace)
diag{𝑑1, ⋯ , 𝑑𝑚} 由对角元 𝑑1, ⋯ , 𝑑𝑚构成的 𝑚阶对角阵
vec(⋅) 向量化操作。对矩阵W = [𝑤𝑖𝑗] ∈ ℝ𝑝×𝑞，vec(W)定义为 𝑝𝑞维列

向量，使其第 [𝑝(𝑗 − 1) + 𝑖]个元素为 𝑤𝑖𝑗。

B 散度转移矩阵 (Divergence Transfer Matrix，DTM)
B̃ 典型相关矩阵 (Canonical Dependence Matrix，CDM)
1𝐸 示性函数 (Kronecker记号)：若事件 𝐸 为真，则 1𝐸 = 1；否则

1𝐸 = 0。
𝛿𝑖𝑗 Kronecker delta，Kronecker 𝛿符号：𝛿𝑖𝑗 = 1𝑖=𝑗
≜ 依定义等于

≐ 渐进相等。给定数列 {𝑎𝑛}，𝑎𝑛 ≐ exp(𝑛𝑏)表示 lim𝑛→∞
1
𝑛 log 𝑎𝑛 = 𝑏。

𝜂 学习率
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第 1章 绪论

1.1 研究背景

1.1.1 机器学习与神经网络

机器学习是从数据中自动分析获得规律，并利用规律对未知数据进行预测的

过程 [1]。作为机器学习中的代表性算法，人工神经网络对输入数据进行逐层的特

征映射，通过在训练数据上优化映射参数以完成标签预测等任务。图 1.1给出了一

个用于文本识别的神经网络实例。

  䱽䟷样 

⢩征映射 16@5x5 
⢩征映射 16@10x10 

降采样 
全连接 全连接 

Gaussian连接 
卷积 卷积 

输入:32x32 
特征映射 6@28x28 

输出:10维 84维 
120维 

特征映射

6@14x14 

图 1.1 用于文本识别的卷积神经网络 LeNet­5的结构，共包含七层特征映射 (图源：[2])

得益于大数据时代的海量数据与计算能力的普遍提升，以深度学习为代表的

一系列机器学习算法在近些年取得了迅速的发展，掀起了人工智能领域的新一波

热潮。通过设计更为复杂的神经网络结构、引入参数优化技巧等方法，深度神经网

络表达特征的能力得到极大提升，取得了远胜于经典机器学习方法、甚至是人类

的性能，并成功地应用于图像识别、自然语言处理、推荐系统等应用场景 [3­4]。在

研究领域，新的神经网络结构与设计方法仍持续涌现出来，并在典型数据集上取

得不断的性能突破。

然而，对深度学习算法的理论认识仍相当有限，并已成为约束人工智能技术

发展的关键瓶颈。具体而言，首先，在算法设计层面，理论基础的欠缺使得深度学

习算法的设计及训练多依赖于经验式或启发式的尝试 [5­6]，对网络结构参数的微小

改动将导致算法的重新训练，由此需要消耗大量的计算能力及时间成本。其次，在

算法评价方面，尽管深层网络强大的表达能力可使网络在训练集上取得良好性能，

其可能在训练集未出现的潜在数据上表现不佳，即出现过拟合的问题 [6]。再次，在

算法可靠性层面，由于缺乏性能的理论保障，启发性设计的算法很难用于对安全

性、可靠性要求高的应用中，典型的场景包括自动驾驶等。

1



第 1章 绪论

1.1.2 经典信息论

不同于机器学习构建在数据样本上的实现框架，经典信息论从概率空间角度

对信息处理过程给出了建模和分析。自 1948 年 Shannon 奠基性的论文 [7] 发表以

来，经典信息论在指导通信、信号处理及统计等方面的理论发展及工程实践方面

扮演了不可替代的作用 [8­9]。具体而言，基于对信源及信道的概率化建模，经典

信息论通过对存储、压缩、通信等问题的建模分析，给出了信息处理的数学框架。

该框架不仅建立不确定度、信息量等的量化描述，还赋予每个信息度量操作意义

(Operational Meaning)。例如，信息论中的信息熵、交叉熵均对应于信源编码的最

优码长，而 K­L散度 (Kullback­Leibler Divergence, K­L Divergence)可自然解释为

统计学习中对数似然比的期望值、或假设检验问题的误差指数 [9]。

虽然经典信息论在理论框架及可解释性方面具有无可比拟的优势，但其目前

在除通信领域外的一般数据分析处理方面应用仍十分局限。其中一个重要原因是，

信息论的使用依赖于数据概率分布已知的假设。在通信问题中，数据与信道均可

建模为相对简单的概率分布，如 Gaussian分布、Rayleigh分布等；而在数据分析

中，常见的图像、视频等数据很难用简单的概率模型进行描述。以 MNIST 手写

体数据集 [10] 为例，该数据集中每张图片均为 28 × 28 的灰度图，每个像素取值
为 0 至 255 的整数，如图 1.2 所示。若将数据集中的样本认为是由某一个随机

变量生成的独立同分布采样，则该随机变量的可能取值数 (及对应的字母集大小)

为 25628×28 = 26272 > 101888。实践中可供学习的样本数远小于该字母集大小 (如

MNIST数据集大小为 60,000)，故很难从样本中得出对数据所服从分布的估计，从

而信息论的工具难以直接应用于典型的机器学习场景中。

28 ��

28  
��

图 1.2 MNIST手写体数据集中样本示例
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第 1章 绪论

1.2 问题引出

针对机器学习算法缺乏理论认识的问题，结合经典信息论的优势，本文对机

器学习算法的解释、分析及设计开展研究，具体可分如下四个方面：

1. 为解决深度神经网络的可解释性的问题，基于经典信息论的分析为深度神经

网络最优特征赋予操作意义，并由此建立可用于深度神经网络所提取特征的

信息度量；

2. 为考察训练集样本数对机器学习算法训练的影响，在所建立信息度量的基础

上，考察计算资源充足时算法泛化误差 (Generalization Error) 与样本数的关

系，即样本复杂度；

3. 进一步考查机器学习算法训练过程中，实用训练算法 (例如随机梯度下降法)

中超参数选择对训练效率及泛化误差的影响；

4. 最后，借助深度神经网络在特征表达方面的优势，设计基于深度学习框架的

应用算法，以实现信息论意义下最优特征的提取。

1.3 研究现状

前述四个问题相关研究可总结如下。

在神经网络可解释性问题上，相关研究对特征及网络参数进行了可视化 [11]，

以解释神经网络计算机制与传统计算机视觉方法或人类处理图像方式的相似之处。

虽然可视化方法可以得到直观的结果，但只能针对单个样本逐个进行，难以获得

对特征提取机制的数学理解。除直接可视化特征之外，[12]利用网络不同层的特

征作为输入，分别训练线性分类器，并以分类性能作为对特征好坏的度量，以此解

释网络的特征提取机制。此外，Tishby等将信息瓶颈理论 [13­14]应用于解释神经网

络，同时设计了实际网络中的相关实验以验证特征提取与神经网络的关系。尽管

这些工作从不同角度、在不同的案例上解释了神经网络所提取特征的优点，但相

应结果均依赖于特定的实验，未能建立严格的理论结论。

在机器学习算法样本复杂度问题上，针对特定的问题与学习算法，相关研究给

出了泛化误差上界的结果 [15]。然而，已有结果高度依赖于具体的问题设定，如对

神经网络中激活函数的具体假设 [16]、或随机变量之间预先满足的Markov关系 [17]

等，所得结论难以推广到相类似的问题。此外，由于泛化误差与样本数之间确切

关系仍然未知，难以评价相应泛化误差上界 (或样本数的下界)结论的强弱。

在训练过程超参数选择对泛化误差影响的问题上，针对主成分分析等具体问

题，相关研究给出了训练噪声满足特定假设时泛化误差的上界 [18­23]。对一般神经

网络中的超参数影响的考察多为基于实例的经验性总结，如 [24­25]，而理论工作

3
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局限在如最小二乘等凸问题中 [26­27]，对理解实际神经网络性质的帮助有限。

在基于深度神经网络实现信息论意义下最优特征提取方面，由于信息论度量

难以从实际数据中精确计算，相关工作通过优化对应度量的上界或者下界、对原

优化问题进行松弛、或者引入正则项，以达到求解目的。例如，Belghazi等通过神

经网络实现了对互信息下界的优化，从而可间接用于估计或者优化互信息 [28]；又

如，Ver Steeg等讨论了基于信息论中总相关的度量，通过求解松弛后的优化问题

以分析数据内在关联的算法 [29]。

1.4 研究方法与论文结构安排

本文基于局部信息几何方法对前述问题展开系统性的研究，该方法可有效刻

画概率空间中相近的分布之间的关系及由此导出的信息度量。具体而言，基于局

部信息几何框架，可将有关概率空间的分布的操作转化为有限维空间对向量的操

作，从而概率空间的分析问题可转化为有限维空间的线性代数问题，从而得以有

效求解；其典型的应用案例包括统计中假设检验、经典信息论中信道容量求解等

问题 [30­31]。本文基于局部信息几何方法，建立经典信息论中的信息度量与数据空

间在样本上的统计量的联系，使机器学习算法与经典信息论两者的优点得以结合。

利用该分析框架，机器学习算法的分析问题均可转化为有限维空间的数学问题，如

此既能得到算法理论性质的精确刻画，还可借助经典信息论度量开发高效的新算

法。

论文具体结构安排如下：

第 2章对局部信息几何分析框架进行了简单的介绍。在该框架下，离散随机

变量的分布可等价表示为有限维空间中的向量，称为信息向量，并可与随机变量

的函数 (特征表示)建立一一对应关系。在此基础上，经典信息论中的 K­L散度可

表示为信息向量的模长，从而信息论中的一系列运算均可转化为为有限维空间中

信息向量的操作。类似地，两个离散随机变量之间的相关性可刻画为相应的矩阵，

称为典型相关矩阵，该矩阵范数描述了这两个变量之间的互信息，并可与信息论

中经典的 Hirschfeld–Gebelein–Rényi (HGR)最大相关问题建立紧密联系。

在局部信息几何框架下，第 3章介绍了对深度神经网络特征提取的理论分析，

揭示了深度神经网络特征提取问题与典型相关矩阵的低秩恢复问题的等价性。因

此，深度神经网络最优特征可由典型相关矩阵的奇异值分解给出。具体地，神经

网络提取特征及网络中对应权重分别对应于典型相关矩阵的左、右奇异向量，也

等价于 HGR最大相关问题中的最优函数，称为最大相关函数。基于该低秩恢复问

题结构，进一步给出了神经网络的性能度量，称为 H评分函数。此外，将局部分

4
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析框架下神经网络特征与权重的对称性推广到了一般情况，并由此建立了神经网

络特征与权重的对称关系。

基于第 3章所建立的神经网络特征提取问题的奇异值分解结构，第 4章进一

步讨论神经网络泛化误差与样本数的依赖关系，即最大相关函数的样本复杂度问

题。具体地，借助对矩阵奇异值分解的微扰分析，通过对经验分布空间性质的分

析，给出了泛化误差所对应的误差指数的解析表达式。在此基础上，本章考察了

半监督学习中有监督样本及无监督样本的比例对误差指数的影响，并由此设计了

两类样本采样成本不同时的最优采样机制。

第 5章考察了实际机器学习应用中广泛采用的参数更新方式，即随机梯度下

降法的理论特性。根据第 3章的结论，局部信息几何框架下的随机梯度下降法可

视为求解数据主成分的 Oja算法 [32]的一个特例。基于此，本章分析了 Oja算法中

计算效率与平均泛化误差的折中关系，考察了随机梯度下降法中超参数选择对泛

化误差的影响，并给出最优超参数的选择。利用该折中关系，本章还对残差学习

网络结构给出了一种新的理论解释。

此外，借助局部信息几何的分析框架，第 6章分别介绍了在有监督学习问题

与无监督学习问题中，最具信息量特征提取算法的设计，并特别讨论了基于深度

学习框架上的算法实现。具体而言，借助局部信息几何的分析框架，可将传统的

非线性信息度量转化为信息向量的一系列函数，从而最优的具信息性特征提取问

题可转化为信息向量优化的问题，并借助深度学习进行高效求解。在典型数据集

上的一系列实验表明，所设计算法与传统方法相比可表现出较明显的性能优势。

最后，第 7章归纳了以上工作，并对分析方法给出了若干评注。
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第 2章 局部信息几何分析基础

本章对局部信息几何的若干基本概念与结论进行简要介绍，作为后续分析的

理论基础。

为方便表述，设 𝑋 为取值于 𝒳 上的离散随机变量①，令 𝒫𝒳 表示所有取值在

𝒳 上随机变量的分布集合，并用 relint(𝒫𝒳 )表示该集合相对内部，即 𝒳 上概率质
量函数严格大于 0的分布集合。

首先引入信息向量的定义，以建立概率分布空间、有限维向量空间 (Euclidean

Space)与函数空间的一一对应关系。

定义 2.1 (信息向量 [33])： 给定参考分布 𝑃𝑋 ∈ relint(𝒫𝒳 )，定义分布 𝑄𝑋 ∈ 𝒫𝒳 所

对应的信息向量 𝝓为

𝜙(𝑥) = 𝑄𝑋(𝑥) − 𝑃𝑋(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

(2­1)

并定义函数 𝑓 ∶ 𝒳 ↦ ℝ使得

𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

, (2­2)

由此建立一一对应关系𝑄𝑋 ↔ 𝝓 ↔ 𝑓。此外，对于 𝑘维向量函数 𝐟 ∶ 𝒳 ↦ ℝ𝑘，令 𝑓𝑖

表示 𝐟 的第 𝑖维，即 𝐟(𝑥) = [𝑓1(𝑥), ⋯ , 𝑓𝑘(𝑥)]T，定义 𝐟 等价的矩阵表示 𝚽 ∈ ℝ|𝒳|×𝑘

为

𝚽 = [𝝓1, ⋯ , 𝝓𝑘],

其中 𝝓𝑖 ↔ 𝑓𝑖为 𝑓𝑖所对应的信息向量表示。

在此基础上，局部信息几何研究概率空间的局部性质，即对给定参考分布小

邻域内的概率分布进行分析。该邻域概念可形式化定义如下。

定义 2.2 (𝜖 邻域 [34])： 给定参考分布 𝑃𝑋 ∈ relint(𝒫𝒳 )及 𝜖 > 0，则 𝑃𝑋 的 𝜖邻域定
义为

𝒩 𝒳
𝜖 (𝑃𝑋) ≜ {𝑄𝑋 ∈ 𝒫𝒳 ∶ 𝑄𝑋 ↔ 𝝓, ‖𝝓‖ ⩽ 𝜖} .

① 因字母集 𝒳 的元素具体取值不影响分布的属性，为便于表述可不妨假设 𝒳 = {1, 2, ⋯ , |𝒳|}。
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在信息论、统计推断问题及机器学习的分析中，K­L散度是对不同分布间差异

的重要度量。以下命题表明，𝜖邻域内的分布的 K­L散度可通过信息向量的长度进

行刻画，从而概率空间的分析可转化为对信息向量的分析。

命题 2.1： 给定参考分布 𝑃𝑋 ∈ relint(𝒫𝒳 )，对所有 𝑄𝑋 ∈ 𝒩 𝒳
𝜖 (𝑃𝑋)，𝑄𝑋 到 𝑃𝑋 的

K­L散度满足①

𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋) ≜ ∑
𝑥∈𝒳

𝑄𝑋(𝑥) log 𝑄𝑋(𝑥)
𝑃𝑋(𝑥) = 1

2‖𝝓‖2 + 𝑜(𝜖2)

信息向量的概念可自然推广至两个变量的情形。具体地，设 𝑌 为取值于字母
集 𝒴 上的离散随机变量，以乘积分布 𝑃𝑋𝑃𝑌 作为参考分布，𝑋 与 𝑌 的联合分布
𝑃𝑋𝑌 所对应的信息向量可表示为 |𝒴| × |𝒳|矩阵，称为典型相关矩阵。

定义 2.3： 定义 𝑋 到 𝑌 的散度传递矩阵 [35] (Divergence Transfer Matrix，DTM)

B ∈ ℝ|𝒴|×|𝒳|为

𝐵(𝑦, 𝑥) ≜ 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)
√𝑃𝑋(𝑥)√𝑃𝑌 (𝑦)

, (2­3)

定义 𝑌 与𝑋的典型相关矩阵 [33](Canonical Dependence Matrix，CDM) B̃ ∈ ℝ|𝒴|×|𝒳|

为

̃𝐵(𝑦, 𝑥) ≜ 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
√𝑃𝑋(𝑥)√𝑃𝑌 (𝑦)

. (2­4)

典型相关矩阵 B̃奇异值分解满足如下性质。

引理 2.1 ( [36])： 矩阵 B̃的奇异值分解可表示为 B̃ = ∑𝐾
𝑖=1 𝜎𝑖 𝝍𝑌

𝑖 (𝝍𝑋
𝑖 )

T
，其中 𝐾 ≜

min{|𝒳|, |𝒴|}；𝜎𝑖 表示 B̃的第 𝑖个奇异值，且满足 1 ⩾ 𝜎1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜎𝐾 = 0；𝝍𝑌
𝑖 与

𝝍𝑋
𝑖 为对应的左右奇异向量，且 𝜓𝑋

𝐾 (𝑥) = √𝑃𝑋(𝑥), 𝜓𝑌
𝐾 (𝑦) = √𝑃𝑌 (𝑦)。

基于该奇异值分解，可建立 B̃与同样用于刻画随机变量间相关性的广义 HGR

最大相关问题的联系。首先，给出广义 HGR最大相关的定义如下。

定义 2.4 (广义 HGR最大相关)： 给定随机变量𝑋与 𝑌 及参数 𝑘 > 0，其广义HGR

最大相关定义为

𝜌𝑘(𝑋; 𝑌 ) ≜ max
𝐟 ∶ 𝒳↦ℝ𝑘, 𝐠∶ 𝒴↦ℝ𝑘

𝔼[𝐟(𝑋)]=𝔼[𝐠(𝑌 )]=𝟎
𝔼[𝐟 (𝑋)𝐟T(𝑋)]=𝔼[𝐠(𝑌 )𝐠T(𝑌 )]=I

𝔼 [𝐟T(𝑋)𝐠(𝑌 )] , (2­5)

并称取得最优值的 𝐟 , 𝐠为 𝑘维 HGR最大相关函数 (以下简称最大相关函数)。

① 本文中所有对数均为自然对数，即以 e为底。
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特别地，当 𝑘 = 1时定义 2.4为经典的 HGR最大相关问题 [37­39]，对应的 𝜌1(𝑋; 𝑌 )
的值称为 HGR最大相关 (系数)。HGR最大相关问题是 Pearson相关系数的重要推

广，其可用于作为两个随机变量统计相关性的度量 [39]，且广泛应用于机器学习算

法设计 [33,40­41]。

命题 2.2： 𝑘维最大相关函数 𝐟 (𝑋)与 𝐠(𝑌 )分别对应于① B̃的前 𝑘个右奇异向量及
左奇异向量构成的矩阵

[𝝍𝑋
1 ⋯ 𝝍𝑋

𝑘 ] 及 [𝝍𝑌
1 ⋯ 𝝍𝑌

𝑘 ] .

证明 仅考虑 𝑘 = 1的情况，𝑘 > 1的情况可类似说明。首先按引理 2.1的方式定义

𝜎𝑖、𝝍𝑋
𝑖 及 𝝍𝑌

𝑖 ，并设 𝑓(𝑋) ↔ 𝝓𝑋 , 𝑔(𝑌 ) ↔ 𝝓𝑌，则优化问题 (2­5)可等价表示为

max
𝝓𝑋 ,𝝓𝑌 (𝝓𝑌 )

TB̃𝝓𝑋 , (2­6)

其中𝝓𝑋与𝝓𝑌 需满足约束条件：⟨𝝓𝑋 , 𝝍𝑋
𝐾 ⟩ = ⟨𝝓𝑋 , 𝝍𝑋

𝐾 ⟩ = 0以及 ‖𝝓𝑋‖ = ‖𝝓𝑌 ‖ = 1。
注意到由于

(𝝓𝑌 )
TB̃𝝓𝑋 ⩽ ‖𝝓𝑌 ‖‖B̃‖s‖𝝓𝑋‖ = 𝜎1‖𝝓𝑌 ‖‖𝝓𝑌 ‖, □

故优化问题 (2­6)最大值不超过 𝜎1。另一方面，由引理 2.1知 𝝓𝑋 = 𝝍𝑋
1 , 𝝓𝑌 = 𝝍𝑌

1
满足 (2­6)的约束条件，且对应目标函数值为 𝜎1，故其为最优解。

此外，以下性质表明，给定对应关系 𝑓(𝑋) ↔ 𝝓，典型相关矩阵 B̃ (或散度转

移矩阵)与 𝝓的乘法操作对应于对特征 𝑓(𝑋)取条件期望 𝔼[⋅|𝑌 ]的操作。

命题 2.3： 对零均值特征 𝑓(𝑋)及其对应信息向量 𝜙，有 𝔼𝑃𝑋|𝑌 [𝑓 (𝑋)|𝑌 ] ↔ B̃𝜙。

证明 注意到信息向量 B̃𝜙的第 𝑦个元素为

∑
𝑥∈𝒳

B̃(𝑦, 𝑥)𝜙(𝑥) = ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

𝑓 (𝑥)√𝑃𝑋(𝑥)

= 1
√𝑃𝑌 (𝑦) ∑

𝑥∈𝒳
𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)𝑓 (𝑥)

= 1
√𝑃𝑌 (𝑦)

𝔼𝑃𝑋|𝑌 [𝑓 (𝑋)|𝑌 = 𝑦] . □

① 注意这里 𝐟 , 𝐠的选择不唯一：若 𝐟 , 𝐠为最大相关函数，则经过任意 𝑘阶正交阵 U变换后, U𝐟 与 U𝐠也为最
大相关函数。
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第 3章 深度神经网络的特征提取

3.1 本章引言

针对深度神经网络可解释性不足的问题，本章在局部分析机制下考察神经网

络中的特征提取过程。具体地，通过通用特征选择问题的构建，从统计推断角度

给出了特征性能的度量，由此导出推断问题中的最优特征。在此基础上，基于局

部分析框架，对神经网络 Softmax层中的特征提取机制进行考察，并建立神经网络

所提取的特征与推断问题中最优特征的一致性；该框架可进一步用于神经网络中

间隐层的特征提取机制分析。在此基础上，通过考察局部分析框架下神经网络的

损失函数，建立了对特征性能的度量，称为 H评分函数；基于 H评分函数的对称

性，我们进一步研究并证明了神经网络中特征与权重数学上的对称性。

本章具体内容安排如下：第 3.2 节介绍了统计推断中的通用特征选择问题；

第 3.3 节考察神经网络 Softmax 层的特征提取机制及其与通用特征选择问题的联

系；类似地，第 3.4节对神经网络隐层的特征提取进行了分析；基于神经网络特征

提取的分析结果，第 3.5节给出了具有操作意义的特征性能度量，第 3.6节证明了

神经网络中特征与权重的对称性；最后，第 3.7节介绍了神经网络上开展的一系列

验证性实验，第 3.8节对全章内容作了小节。

3.2 通用特征选择问题

给定联合分布为 𝑃𝑋𝑌 的随机变量𝑋, 𝑌，考察由观测到的𝑋的独立同分布样本
𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 推断 𝑌 的属性 𝑉 的问题。当统计模型 𝑃𝑋|𝑉 已知时，最优判决准则为对

数似然比检验，其中的似然函数可视为推断中的最优特征。但在许多实际问题 [36]

中，往往难以预先指定目标属性。因此，需转而考虑统计模型未知时具信息性的

𝑋 的低维特征提取问题，称该问题为通用特征选择问题。为给出该问题的形式化
描述，首先引入相关定义如下。

定义 3.1 (𝜖 相关)： 若 𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 𝒳×𝒴
𝜖 (𝑃𝑋𝑃𝑌 )，则称 𝑋, 𝑌 满足 𝜖相关。

定义 3.2 (𝜖 属性)： 对给定的 𝜖 > 0，若随机变量 𝑈 满足对任意 𝑢 ∈ 𝒰 有

𝑃𝑋|𝑈 (⋅|𝑢) ∈ 𝒩 𝒳
𝜖 (𝑃𝑋)，则称 𝑈 为 𝑋 的 𝜖属性。

在此基础上，对给定属性 𝑉，称 𝒞𝒴 = { 𝒱, {𝑃𝑉 (𝑣), 𝑣 ∈ 𝒱}, {𝝓𝑌 |𝑉
𝑣 , 𝑣 ∈ 𝒱}}为

𝑉 所对应的配置，其中 𝜙𝑌 |𝑉
𝑣 ↔ 𝑃𝑌 |𝑉 (⋅|𝑣)为条件分布所对应信息向量。该配置建

9



第 3章 深度神经网络的特征提取

模了 𝑉 与 𝑌 之间的统计相关性。进一步地，这里引入局部分析机制，并假设所考
察的 𝑉 均为 𝑌 的 𝜖属性，从而其配置满足：对任意 𝑣 ∈ 𝒱，有 ‖𝝓𝑌 |𝑉

𝑣 ‖ ⩽ 𝜖。满足该
条件的配置称为𝜖配置。此外，假设配置 𝑉 未知，但由某个旋转不变簇 (Rotational

Invariant Ensemble，RIE)生成。

定义 3.3 (旋转不变簇)： 称由

𝒞𝒴 ≜ { 𝒱, {𝑃𝑉 (𝑣), 𝑣 ∈ 𝒱}, {𝝓𝑌 |𝑉
𝑣 , 𝑣 ∈ 𝒱}}

̃𝒞𝒴 ≜ { 𝒱, {𝑃𝑉 (𝑣), 𝑣 ∈ 𝒱}, { ̃𝝓𝑌 |𝑉
𝑣 , 𝑣 ∈ 𝒱}}.

定义的配置 𝒞𝒴 与 ̃𝒞𝒴 旋转等价，若存在正交阵 Q使得对任意 𝑣 ∈ 𝒱，都有 ̃𝝓𝑌 |𝑉
𝑣 =

Q𝝓𝑌 |𝑉
𝑣 。此外，对定义在一系列配置上的概率测度，若所有旋转等价配置都有相

同的测度，则称其为旋转不变簇。

旋转不变簇可解释为是对具有相同可区分度的属性所分配的均匀测度。为了

推断属性 𝑉，对给定特征 𝑓𝑖 及满足 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝐾 − 1 的 𝑘，可构造 𝑘 维特征 ℎ𝑘 =
(ℎ1, ⋯ , ℎ𝑘)，其中 ℎ𝑖 = 1

𝑛 ∑𝑛
𝑙=1 𝑓𝑖(𝑥𝑙), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘.

为求解最优的特征，将考察 𝑓𝑖 使得基于 ℎ𝑘 的最优判决准则有最小的错误概

率，其中判决性能为由某个旋转不变簇生成的所有可能的配置 𝒞𝒴 上的平均值。为

此，令 𝜉𝑋
𝑖 ↔ 𝑓𝑖表示相应的信息向量，并记 𝚵𝑋 ≜ [𝝃𝑋

1 ⋯ 𝝃𝑋
𝑘 ]。

定理 3.1 (通用特征选择)： 给定 𝑣, 𝑣′ ∈ 𝒱，令 𝐸ℎ𝑘(𝑣, 𝑣′)为根据 ℎ𝑘区分 𝑣及 𝑣′的

误差概率所对应的误差指数，则在由 𝜖配置所定义的 RIE上的平均误差指数为

𝔼 [𝐸ℎ𝑘(𝑣, 𝑣′)] =
𝔼 [‖𝝓𝑌 |𝑉

𝑣 − 𝝓𝑌 |𝑉
𝑣′ ‖

2
]

8|𝒴| ‖B̃𝚵𝑋((𝚵𝑋)
T𝚵𝑋)

− 1
2
‖

2

F
+ 𝑜(𝜖2), (3­1)

其中数学期望操作为 RIE上不同分布的期望。

证明 参见附录 A.1。 □

由 (3­1)可知，若将 𝝃𝑋
𝑖 选为 B̃的右奇异向量 𝝍𝑋

𝑖 ( 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘)，则 (3­1)可对

所有的 RIE，(𝑣, 𝑣′)以及 𝜖 配置取得最优值。因此，𝝍𝑋
𝑖 所对应特征为推断未知属

性 𝑉 的通用最优 (Universally Optimal)特征。此外，由 (3­1)可自然导出对𝑋的给
定特征 𝚵𝑋 的信息度量 ‖B̃𝚵𝑋((𝚵𝑋)

T𝚵𝑋)
− 1

2 ‖
2
F，其给出了归一化的 𝚵𝑋 经过线性投

影 B̃后的投影长度。该信息度量刻画了 𝑋 的特征在求解关于 𝑌 的推断问题时具
信息性的程度，在特征取 B̃的右奇异向量时达到最优。因此，可将通用特征选择

问题解释为求解数据推断问题最具信息性的特征，其对应于 B̃的特征值分解及定

义 2.4中介绍的最大相关函数。接下来将论证，局部分析机制中深度神经网络特征

提取的信息度量与通用特征选择中的度量相一致。
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输入特征 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) ≜ 𝑒𝑔T(𝑦)𝑓(𝑥)+𝑏(𝑦)

∑𝑦′∈𝒴 𝑒𝑔T(𝑦′)𝑓 (𝑥)+𝑏(𝑦′)

Softmax输出

⋮
𝑓1

𝑓𝑘

+1

𝑌 = 1

𝑌 = 2

⋮

𝑌 = |𝒴|

𝑔(1)

𝑔(2)

𝑔(|𝒴|)

𝑏(1)

𝑏(2)

𝑏(|𝒴|)

图 3.1 神经网络中的 Softmax输出层

3.3 Softmax回归与理想化神经网络

给定数据 𝑋 及对应标签 𝑌 的样本对 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)，𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁，Softmax回归通过

构建形如

̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) ≜ 𝑒𝑔T(𝑦)𝑓(𝑥)+𝑏(𝑦)

∑𝑦′∈𝒴 𝑒𝑔T(𝑦′)𝑓 (𝑥)+𝑏(𝑦′)
(3­2)

的判别模型用于解决分类问题，其中 𝑓(𝑥) ∈ ℝ𝑘为 𝑋 的 𝑘维表示，用于预测标签；
𝑔(𝑦) ∈ ℝ𝑘及 𝑏(𝑦) ∈ ℝ的值由以下优化问题决定：

(𝑔, 𝑏)∗ = argmax
(𝑔,𝑏)

1
𝑁

𝑁

∑
𝑖=1

log ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦𝑖|𝑥𝑖). (3­3)

普通 Softmax回归问题对应 𝑓(𝑥) = 𝑥的特例，如图 3.1所示。更一般地，𝑓(𝑥)
可以为神经网络隐层的输出，即所提取的用于 Softmax的回归的 𝑥的特征。接下
来的分析将表明，当 𝑋, 𝑌 满足 𝜖 相关性时，函数 𝑓(𝑥)及 𝑔(𝑦)与通用特征选择问
题的解一致。

令 𝑃𝑋𝑌 为有标签样本 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁 的联合经验分布，并将相应的边缘
分布表示为 𝑃𝑋 , 𝑃𝑌，则优化问题 (3­3)中的目标函数可表示为对数似然函数的经验

平均，亦即 1
𝑁 ∑𝑁

𝑖=1 log ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦𝑖|𝑥𝑖) = 𝔼𝑃𝑋𝑌 [log ̃𝑃 (𝑔,𝑏)

𝑌 |𝑋 (𝑌 |𝑋)]。从而经验平均最大化
的问题等价于 K­L散度最小化问题

(𝑔, 𝑏)∗ = argmin
(𝑔,𝑏)

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ), (3­4)

其可解释为在形如 𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 的分布中求解经验联合分布 𝑃𝑋𝑌 的最佳拟合。为便于

叙述结论，推导中将偏置项等价表示为 𝑑(𝑦) = 𝑏(𝑦) − log𝑃𝑌 (𝑦)，𝑦 ∈ 𝒴。在此基础
上，局部分析机制下问题 (3­4)的解所满足的约束有如下显式表达。

11



第 3章 深度神经网络的特征提取

引理 3.1： 若 𝑋, 𝑌 为 𝜖相关的随机变量，则 (3­4)中最优的 𝑔, 𝑑 满足①

| ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥) + ̃𝑑(𝑦)| = 𝑂(𝜖), ∀ 𝑥 ∈ 𝒳, 𝑦 ∈ 𝒴. (3­5)

证明 参见附录 A.2。 □

因此可将 (3­5)作为局部分析机制下求解问题 (3­4)的约束条件。此外，定义零

均值向量 ̃𝑓 , ̃𝑔 所对应的信息向量 𝜉𝑋(𝑥) = √𝑃𝑋(𝑥) ̃𝑓 (𝑥)，𝜉𝑌 (𝑦) = √𝑃𝑌 (𝑦) ̃𝑔(𝑦)，并
参照定义 2.1定义矩阵

𝚵𝑌 ≜ [𝜉𝑌 (1) ⋯ 𝜉𝑌 (|𝒴|)]
T

,

𝚵𝑋 ≜ [𝜉𝑋(1) ⋯ 𝜉𝑋(|𝒳|)]
T

.

引理 3.2： 在局部分析机制 (3­5)下，K­L散度 (3­4)可表达为

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ) = 1

2‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2
F + 1

2𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑓 ) + 𝑜(𝜖2), (3­6)

其中 𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑓 ) ≜ 𝔼𝑃𝑌 [(𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑌 ) + ̃𝑑(𝑌 ))2

].

证明 参见附录 A.3。 □

该引理给出了神经网络中特征选择的实质。基于 (3­6)，下面进一步考察神经网络

中权重、输入特征或者两者都可从数据中训练的情形，对相关的三个问题展开讨

论。

3.3.1 前向特征投影

对于给定的 𝑓，可通过固定 𝚵𝑋 并优化 (3­6)求得最优权重如下：

定理 3.2： 对固定的 𝚵𝑋 及 𝜇𝑓，使得 (3­6)最小化的最优的 𝚵𝑌 ∗为

𝚵𝑌 ∗ = B̃𝚵𝑋((𝚵𝑋)
T𝚵𝑋)

−1, (3­7)

相应的最优权重 ̃𝑔∗与偏置项 ̃𝑑∗为

̃𝑔∗(𝑦) = 𝔼𝑃𝑋|𝑌 [𝚲−1
̃𝑓 (𝑋)

̃𝑓 (𝑋) | 𝑌 = 𝑦] , ̃𝑑∗(𝑦) = −𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑌 ). (3­8)

其中 𝚲 ̃𝑓 (𝑋)表示 ̃𝑓 (𝑋)的协方差矩阵。

① 本章的分析中，采用 “ ”̃符号表示减去均值后的函数，如 ̃𝑔(𝑦) ≜ 𝑔(𝑦) − 𝔼 [𝑔(𝑌 )] , 𝑦 ∈ 𝒴 .
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证明 参见附录 A.4。 □

式 (3­7)可视为从输入特征 ̃𝑓 (𝑥)到计算自 𝑦的特征 𝑔(𝑦)的投影，其投影结果
为与 ̃𝑓 (𝑥)最相关的特征。该投影过程可由左乘 B̃矩阵给出，称之为 “前向特征投

影”。

注释 3.1： 上述推导中，我们假设连续输入 𝑓(𝑥) 与离散变量 𝑋 间的函数关系已
知，但应用中的计算并不依赖于该函数关系。实际上，条件期望 (3­8)可直接从 𝑓
与 𝑌 的样本中计算。因此，若令 𝑓 表示网络输入，上述关于权重及偏置项的分析
可直接应用在连续输入的神经网络中。

3.3.2 反向特征投影

类似地可考虑 “反向特征投影”问题，即在给定权重与偏置项的情况下，求解

具信息性的特征 𝑓 ∗(𝑋)以最小化损失函数 (3­6)。

定理 3.3： 对给定的 𝚵𝑌 及 ̃𝑑，使得 (3­6)最小化的最优 𝚵𝑋∗为

𝚵𝑋∗ = B̃T 𝚵𝑌 ((𝚵𝑌 )
T𝚵𝑌 )

−1, (3­9)

且最优特征 𝑓 ∗可分解为 ̃𝑓 ∗及 𝜇∗
𝑓 的和，其中

̃𝑓 ∗(𝑥) = 𝔼𝑃𝑌 |𝑋 [𝚲−1
̃𝑔(𝑌 ) ̃𝑔(𝑌 )|𝑋 = 𝑥] ,

𝜇∗
𝑓 = −𝚲−1

̃𝑔(𝑌 ) 𝔼𝑃𝑌 [ ̃𝑔(𝑌 ) ̃𝑑(𝑌 )] , (3­10)

且 𝚲 ̃𝑔(𝑌 )表示 ̃𝑔(𝑌 )的协方差矩阵。

证明 参见附录 A.4。 □

反向特征投影问题解与前向问题解完全对称。在分析中假设特征 𝑓(𝑋)可取任
意形式的函数，即最优特征 (3­10)可由神经网络生成。该假设只在神经网络具有

足够强表达能力时成立，而一般情况网络所表达的函数形式受限于其自身的结构。

后面将进一步讨论表达能力受限的情况，并分析神经网络如何近似由 (3­10)给出

的最优特征。

3.3.3 与通用特征选择的联系

当同时优化 𝑓 与 (𝑔, 𝑏) (亦即 𝚵𝑋 , 𝚵𝑌 , 𝑑)时,最优的 (𝚵𝑌 , 𝚵𝑋)对应于 B̃的低秩分

解，从而最优解与通用特征选择问题的解一致。
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定理 3.4： 为最小化 (3­6)，特征、权重及偏置项满足： ̃𝑑(𝑦) = −𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑦)，且 (𝚵𝑌 , 𝚵𝑋)∗

分别对应于 B̃前 𝑘个左右奇异向量。

证明 参见附录 A.5。 □

从而当 𝑓 及 (𝑔, 𝑏)均可优化时，Softmax回归所提取的特征为输入𝑋与标签 𝑌
间最相关的特征，同时也是通用特征选择问题中对数据推断最具信息性的特征。

注意到结合前向特征投影与反向特征投影的结果，可得到交替求解 ̃𝐟∗与 𝐠̃∗的

算法如下：

𝐠̃(𝑦) ← 𝚲−1
𝐟 𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 = 𝑦], (3­11a)

̃𝐟 (𝑥) ← 𝚲−1
𝐠 𝔼 [𝐠̃(𝑌 )|𝑋 = 𝑥] . (3­11b)

在计算过程中，交替执行 (3­11a)与 (3­11b)，则 ̃𝐟 与 𝐠̃可收敛至最优解。该算法可
视为对交替条件期望 (Alternating Conditional Expectation，ACE)算法 [42­43] 的多维

推广。

在深度神经网络的学习过程中，反向传播算法同时对 Softmax层及之前所有

层的权重进行更新，其中更新权重的操作可理解为前向特征投影 (3­7)，而更新

Softmax层之前所有层权重的操作可视作反向特征投影(3­9)。因此，反向传播算法

可解释为求解 B̃奇异值分解的幂法 [44]，即交替条件期望算法。

3.4 表达能力受限的神经网络

根据之前的讨论，Softmax回归的性能不仅取决于权重及偏置项 (𝑔(𝑦), 𝑏(𝑦))，也
高度依赖于 𝑓(𝑥)具信息性的程度。事实上，可证明神经网络的隐层本质上也是在
提取具信息性的特征。为方便论述，考虑隐层 𝑘个神经元的神经网络，且隐层输
入 𝑡 = [𝑡1 ⋯ 𝑡𝑚]T ∈ ℝ𝑚均值为零，并假设 𝑡可表示为离散随机变量①𝑋的函数，记
作 𝑡(𝑥)。给定有标签样本 (𝑡(𝑥𝑖), 𝑦𝑖)，下面分析该隐层权重与偏置项的最优值。设隐
层激活函数为一般的光滑函数 𝜎(⋅)，则第 𝑧个隐节点 𝑓𝑧(𝑋)为

𝑓𝑧(𝑥) = 𝜎 (𝑤T(𝑧)𝑡(𝑥) + 𝑐(𝑧)) , 𝑧 = 1, ⋯ , 𝑘, 𝑥 ∈ 𝒳, (3­12)

其中 𝑤(𝑧) ∈ ℝ𝑚 与 𝑐(𝑧) ∈ ℝ分别表示输入层到隐层的权重与偏置项，如图 3.2所

示。此外，令 𝑓 = [𝑓1 ⋯ 𝑓𝑘]T表示输入 Softmax层的特征。

① 与注释 3.1类似,该离散假设仅仅为了分析方便，实际对权重与偏置项的计算只需了解 𝑡的信息，不直接
依赖于𝑋。此外，隐层输入 𝑡可直接从数据获取或由神经网络中上一层输出获得，并统一建模为 “预处理”
模块，如图 3.2所示.
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𝑋 预处理 ⋮
𝑡1

𝑡𝑚

⋮
𝑓1

𝑓𝑘

𝑌 = 1

𝑌 = 2

⋮

𝑌 = |𝒴|+1 +1

𝑐(1)

𝑐(𝑘)

𝑏(1)

𝑏(2)

𝑏(|𝒴|)

𝑤(1)

𝑤(𝑘)

𝑔(1)

𝑔(2)

𝑔(|𝒴|)

图 3.2 多层神经网络结构，其中 “预处理”模块包含所有 𝑡之前的隐层。

为分析隐层的特征提取，固定输出层的 (𝑔(𝑦), 𝑏(𝑦))，并通过选择最优的
(𝑤(𝑧), 𝑐(𝑧))以最小化输出层 Softmax回归对应的损失函数 (3­4)。理想情况下 𝑤(𝑧)
及 𝑐(𝑧)应使得所生成的 𝑓(𝑥)与(3­10)中最优的 𝑓 ∗(𝑥)一致，从而最小化损失函数。
但在对 𝑓(𝑥)的约束条件 (3­12)下，𝑓(𝑥)很可能无法取得 𝑓 ∗(𝑥)，而此时网络将通
过优化 𝑤(𝑧), 𝑐(𝑧)使得 𝑓(𝑥)尽量接近 𝑓 ∗(𝑥)。基于局部分析机制，可对该优化过程
进行考察如下。

具体地，这里假设相应参数满足局部假设

| ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥) + ̃𝑑(𝑦)| = 𝑂(𝜖), |𝑤T(𝑧) ̃𝑡(𝑥)| = 𝑂(𝜖), ∀𝑥, 𝑦, 𝑧. (3­13)

则由于 𝑡均值为零，可将 (3­12)表示为

𝑓𝑧(𝑥) = 𝜎 (𝑤T(𝑧)𝑡(𝑥) + 𝑐(𝑧)) = 𝑤T(𝑧) ̃𝑡(𝑥) ⋅ 𝜎′ (𝑐(𝑧)) + 𝜎 (𝑐(𝑧)) + 𝑜(𝜖), (3­14)

此外，定义矩阵 B̃1使其对应元素为 ̃𝐵1(𝑧, 𝑥) = √𝑃𝑋 (𝑥)
𝜎′(𝑐(𝑧))

̃𝑓 ∗
𝑧 (𝑥),其可视为 CDM概念在

隐层中的推广。进一步地，令 𝜉𝑋
1 (𝑥) = √𝑃𝑋(𝑥) ̃𝑡(𝑥)表示 ̃𝑡(𝑥)对应的信息向量，并

定义矩阵 𝚵𝑋
1 ≜ [𝜉𝑋

1 (1) ⋯ 𝜉𝑋
1 (|𝒳|)]

T
以及

W ≜ [𝑤(1) ⋯ 𝑤(𝑘)]
T

J ≜ diag{𝜎′(𝑐(1)), 𝜎′(𝑐(2)), ⋯ , 𝜎′(𝑐(𝑘))}.

损失函数 (3­4)可由如下定理刻画。

定理 3.5： 给定输出层的权重及偏置项 (𝑔, 𝑏)，并将 (𝑔, 𝑏)及 𝑓 所对应的损失函数

15



第 3章 深度神经网络的特征提取

(3­4)简记为 𝐿(𝑓)，则在约束 (3­13)下，有

𝐿(𝑓) − 𝐿(𝑓 ∗) = 1
2‖ΘB̃1 − ΘW(𝚵𝑋

1 )
T
‖

2
F + 1

2𝜅(𝑔,𝑏)(𝑓 , 𝑓 ∗) + 𝑜(𝜖2), (3­15)

其中 Θ ≜ ((𝚵𝑌 )
T𝚵𝑌 )

1/2J，𝜅(𝑔,𝑏)(𝑓 , 𝑓 ∗) = (𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)T𝚲 ̃𝑔(𝑌 )(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)。

证明 参见附录 A.6。 □

式 (3­15) 给出了从损失函数(3­4)的角度对 𝑓 与 𝑓 ∗ 接近程度的量化。为最小化

(3­15)，可分别考虑如下两个优化问题：

W∗ = argmin
W ‖ΘB̃1 − ΘW(𝚵𝑋

1 )
T
‖

2

F
, (3­16)

𝜇∗
𝑓 = argmin

𝜇𝑓
𝜅(𝑔,𝑏)(𝑓 , 𝑓 ∗). (3­17)

首先注意到优化问题 (3­16)与第 3.3节中介绍的普通的 Softmax回归问题类似，且

其最优解为W∗ = B̃1𝚵𝑋
1 ((𝚵𝑋

1 )
T𝚵𝑋

1 )
−1
。因此，隐层最优权重的求解过程可解释为

将 ̃𝑓 ∗(𝑥)投影到 𝑡(𝑥)所张成的函数子空间，从而找到最近的可由神经网络表达的
特征。最后，优化问题 (3­17)的目标是求解 𝜇𝑓 [亦等价于求解偏置项 𝑐(𝑧)]以最小
化与 (3­6)中 𝛾 (𝑣,𝑏)(𝑠)类似的一个二次项，有关最优解的进一步讨论可参见 (3­17)。

由以上分析可看出 (3­7)，(3­10)与 (3­16)，(3­17)之间的对应关系，并将对应

操作解释为特征投影。该论断可进一步推广到神经网络中任意一层，具体只需将

该层前一层输出视为预处理模块所生成的 𝑡(𝑥)，并将其后所有层解释为对 𝑓 ∗的优

化。从而反向传播算法的计算过程可解释为所有层特征投影的综合。然而即便局

部假设成立，由于实际神经网络表达能力有限，最终反向传播算法收敛的解仍可

能与定理 3.4中奇异值分解的结论不完全一致。该情况下基于特征投影的概念可

对网络实际性能与理论性能之间的差距进行度量，该差距同时可作为对所提取特

征的度量。

3.5 神经网络性能度量

度量所提取特征对给定学习问题的具信息性程度是机器学习中的基础问题之

一 [12]。实际上，前述讨论可自然给出对特征有用性的度量。

定义 3.4： 给定特征 𝑓(𝑥) ∈ ℝ𝑘 及权重 𝑔(𝑦) ∈ ℝ𝑘，设对应信息矩阵分别为 𝚵𝑋 和

𝚵𝑌，定义 H评分函数 [34] 𝐻(𝑓, 𝑔)为

𝐻(𝑓, 𝑔) ≜ 1
2‖B̃‖

2
F − 1

2‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2
F
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= 𝔼𝑃𝑋𝑌 [ ̃𝑓T(𝑋) ̃𝑔(𝑌 )] − 1
2 tr(𝚲 ̃𝑓 (𝑋)𝚲 ̃𝑔(𝑌 )). (3­18)

此外，定义单边 H评分函数𝐻𝑌 (𝑓 )为

𝐻𝑌 (𝑓 ) ≜ 1
2‖B̃𝚵𝑋((𝚵𝑋)

T𝚵𝑋)
− 1

2 ‖
2
F = 1

2𝔼𝑃𝑌 [‖𝔼𝑃𝑋|𝑌 [𝚲−1/2
̃𝑓 (𝑋)

̃𝑓 (𝑋) | 𝑌 ]‖
2

] . (3­19)

H评分函数可用于度量神经网络中间层特征的性能。具体地，可将𝐻(𝑓, 𝑔)解释为
将 𝑓(𝑥)直接作为 Softmax输出层的特征，并选取 𝑔(𝑦)为权重时对应的性能 (损失

函数值)。当权重取最优值 𝑔∗(𝑦)时，相应的性能可用单边 H评分函数𝐻𝑌 (𝑓 )度量，
其反映了所提取特征 𝑓 的质量，且与 (3­1)中导出的信息度量一致。

在机器学习实践中，对数损失函数 (即交叉熵 𝔼[log ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ])是目前最常用的性

能度量之一，其原则上也可用于评价网络中间层所提取特征的有效性 [12]。应用对

数损失的一个潜在问题在于，该度量实际意义并不明确，对特定问题其取值甚至

可能无界。

与 Log损失函数不同，H评分函数可直接从数据样本中计算得出，且由引理 2.1

可知其上界为𝐻(𝑓, 𝑔) ⩽ 𝐻𝑌 (𝑓 ) ⩽ 1
2 ∑𝑘

𝑖=1 𝜎2
𝑖 ⩽ 𝑘/2。在这一系列不等式中，第一个

“⩽”两边的差刻画了 𝑔 的最优性，第二个 “⩽”对应的差量化了所提取特征与最优
特征之间区别，其同时揭示了神经网络结构的表达能力；最后的 “⩽”对应的差可
作为数据集自身好坏的度量。我们将于第 3.7 节中介绍实际数据集中对该度量性

质的验证。

3.6 广义 Softmax学习与神经网络对称性

由第 3.3节及第 3.5节的讨论可发现，在局部分析机制下，神经网络中 Softmax

层特征 𝑓 与权重 𝑔在数学上具有对称性。具体而言，可发现 (3­8)及 (3­10)形式上

具有对称性，定义 3.4中的 𝑓 与 𝑔地位上也可互换。另一方面，Softmax函数 (3­2)

形式上关于 𝑋 与 𝑌 是不对称的。为考察局部分析机制下的对称性是否可推广到
一般情况，将原 Softmax回归问题推广为对称的形式，称为广义 Softmax学习 [45]

(Generalized Softmax Learning, GSL)问题，定义如下。

定义 3.5： 给定离散随机变量 𝑋, 𝑌 及其联合分布 𝑃𝑋𝑌 , 广义 Softmax学习 (GSL)

问题定义为矩投影 (Moment Projection，M­projection)问题：

ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) ≜ argmin
𝑄𝑋𝑌 ∈ℰ𝑘

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ), (3­20)

17
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其中 ℰ𝑘为形如

𝑄𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦)+𝑎(𝑥)+𝑏(𝑦)

∑(𝑥′,𝑦′)∈𝒳×𝒴 𝑒𝑓T(𝑥′)𝑔(𝑦′)+𝑎(𝑥′)+𝑏(𝑦′)
, (3­21)

的指数分布族，且 𝑓 ∶ 𝒳 ↦ ℝ𝑘, 𝑔 ∶ 𝒴 ↦ ℝ𝑘 取遍所有可能的 𝑋、𝑌 的 𝑘维函数，
𝑎∶ 𝒳 ↦ ℝ, 𝑏∶ 𝒴 ↦ ℝ为所有可能的标量函数。

下面对ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 )的性质及应用展开讨论，其中假设 𝑃𝑋𝑌 ∈ relint(𝒫𝒳×𝒴 )。首
先注意到指数族 ℰ𝑘可等价表示为

{𝑄𝑋,𝑌 ∈ 𝒫𝒳×𝒴 ∶ 𝑄𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦)+𝑎(𝑥)+𝑏(𝑦)
} . (3­22)

实际上，注意到集合 (3­22) 为 ℰ𝑘 的子集。在此基础上，对某个由 (3­21) 给出的

𝑄𝑋𝑌，定义 𝑏′(𝑦) ≜ 𝑏(𝑦) − log(∑(𝑥′,𝑦′)∈𝒳×𝒴 𝑒𝑓T(𝑥′)𝑔(𝑦′)+𝑎(𝑥′)+𝑏(𝑦′)
)，则有𝑄𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) =

𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦)+𝑎(𝑥)+𝑏′(𝑦)。在下面的推导中，我们将 ℰ𝑘的分布等价表示为

𝑄𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽] ≜ 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦)−𝛼(𝑥)−𝛽(𝑦), (3­23)

其中 𝛼(𝑥) ≜ log𝑃𝑋(𝑥)−𝑎(𝑥)，𝛽(𝑦) ≜ log𝑃𝑌 (𝑦)−𝑏(𝑦)。类似地，使用 ̃𝑃𝑋,𝑌 = ̃𝑃 [𝑓 , 𝑔, 𝑏]
表示原 Softmax回归问题中的联合分布 ̃𝑃𝑋,𝑌 ≜ 𝑃𝑋 ̃𝑃𝑌 |𝑋，其中 ̃𝑃𝑌 |𝑋 定义由 (3­2)给

出。此外，这里引入记号 F = [𝑓(1), ⋯ , 𝑓(|𝒳|)]T ∈ ℝ|𝒳|×𝑘，G = [𝑔(1), ⋯ , 𝑔(|𝒴|)]T ∈
ℝ|𝒴|×𝑘，𝜶 = [𝛼(1), ⋯ , 𝛼(|𝒳|)]T ∈ ℝ|𝒳|，以及 𝜷 = [𝛽(1), ⋯ , 𝛽(|𝒴|)]T ∈ ℝ|𝒴|。

3.6.1 解的存在性及非唯一性

以下引理可用于解释 (3­20)解的存在性，其证明可参见附录 A.7。

引理 3.3： 对任意满足 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) ⩽ 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) 的 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℰ𝑘，存在参数

𝑓, 𝑔, 𝛼, 𝛽 及与 𝑄𝑋𝑌 独立的常数𝑀(𝑃𝑋𝑌 )，使得 𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽]且

max
(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴

{‖𝑓(𝑥)‖, ‖𝑔(𝑦)‖, |𝛼(𝑥)|, |𝛽(𝑦)|} ⩽ 𝑀(𝑃𝑋𝑌 ). (3­24)

基于该引理的结果可得如下定理。

定理 3.6： GSL问题 (3­20)的解存在。

证明 因 𝑃𝑋𝑃𝑌 = 𝑄[0, 0, 0, 0] ∈ ℰ𝑘，为求使 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 )最小的 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℰ𝑘，只需

考虑满足 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) ⩽ 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 )的 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℰ𝑘。根据引理 3.3可知，满足
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该条件的 𝑄𝑋𝑌 属于集合

{𝑄𝑋𝑌 ∈ 𝒫𝒳×𝒴 ∶ 𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽],

max
(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴

{‖𝑓(𝑥)‖, ‖𝑔(𝑦)‖, |𝛼(𝑥)|, |𝛽(𝑦)|} ⩽ 𝑀},
(3­25)

其中𝑀 为与 𝑄𝑋𝑌 无关的常数。

从而在紧集 (3­25)上，关于𝑄𝑋𝑌 的连续函数𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 )可取到其最小值。□

一般而言，(3­20)的解可能不唯一。为说明该性质，首先介绍如下引理，其证

明可参见附录 A.8。

引理 3.4： 给定分布 𝑅𝑋𝑌 ∈ 𝒫𝒳×𝒴，其逐点互信息 (Pointwise Mutual Information，

PMI)矩阵 𝚪 = [Γ𝑥,𝑦] ∈ ℝ|𝒳|×|𝒴|定义为

Γ𝑥,𝑦 ≜ log
𝑅𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑅𝑋(𝑥)𝑅𝑌 (𝑦) , ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴. (3­26)

若 rank(𝚪) ⩽ 𝑘则 𝑅𝑋𝑌 ∈ ℰ𝑘；且若 rank(𝚪) > 𝑘 + 2，则 𝑅𝑋𝑌 ∉ ℰ𝑘。

基于该引理，可构造解不唯一的实例如下。

例 3.1： 考察 GSL问题，其参数为 𝑘 = 1, |𝒳| = |𝒴| = 4，且 𝑃𝑋𝑌 满足

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑢 𝛿𝑥,𝑦 + 𝑣(1 − 𝛿𝑥,𝑦), (3­27)

其中 𝑢 > 𝑣 > 0，𝛿为 Kronecker delta记号。

设 𝑄𝑋𝑌 为ℳℰ1(𝑃𝑋𝑌 )中的唯一元，则 𝑄𝑋𝑌 的形式与 𝑃𝑋𝑌 相同，即 ∃ 𝑢′, 𝑣′使

得 𝑄𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑢′𝛿𝑥,𝑦 + 𝑣′(1 − 𝛿𝑥,𝑦)。否则可通过重排 𝑄𝑋𝑌 中各概率质量的值，得

𝑄′
𝑋𝑌 ∈ ℰ1 使其满足 𝑄𝑋𝑌 ≠ 𝑄′

𝑋𝑌 及 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) = 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄′
𝑋𝑌 )，与 𝑄𝑋𝑌 的唯

一性矛盾。

若 𝑢′ ≠ 𝑣′，则 𝑄𝑋𝑌 的 PMI矩阵满秩，即秩为 4 > 𝑘 + 2 = 3，于是由引理 3.4

可知 𝑄𝑋𝑌 ∉ ℰ1。另一方面，由 𝑢′ = 𝑣′可推出 𝑄𝑋𝑌 = 𝑃𝑋𝑃𝑌，此时构造 𝑄″
𝑋𝑌 为

𝑄″
𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑢 若 𝑥 = 𝑦 = 1
1−𝑢
15 其他情况,

则易知 𝑄″
𝑋𝑌 ∈ ℰ1且 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄″

𝑋𝑌 ) < 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 )，与矩投影定义矛盾。故 𝑃𝑋𝑌

在 ℰ1上的矩投影不唯一。
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3.6.2 几何性质及其应用

本节介绍 GSL的几何性质及其在机器学习中的应用。

3.6.2.1 GSL的稳定分布

设 𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽] ∈ ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 )，则 (𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽)为 GSL问题 (3­20)所对应

Lagrange函数 ℒ(𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽, 𝜆)的稳定点，其中

ℒ(𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽, 𝜆) ≜ 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) + 𝜆[ ∑
𝑥′,𝑦′

𝑄𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦′) − 1]. (3­28)

注 意 到 ℒ 的 自 变 量 为 函 数 𝑓, 𝑔, 𝛼, 𝛽 的 所 有 可 能 取 值 (即

{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑦), 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑦)}(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴 ) 以及 Lagrange 乘子 𝜆。可验证 ℒ 的稳定点满
足

∂ℒ
∂𝑓(𝑥) = ∂ℒ

∂𝑔(𝑦) = 0, ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴, (3­29a)

∂ℒ
∂𝛼(𝑥) = ∂ℒ

∂𝛽(𝑦) = 0, ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴, (3­29b)

∂ℒ
∂𝜆 = ∑

(𝑥′,𝑦′)∈𝒳×𝒴
𝑄𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦′) − 1 = 0. (3­29c)

为化简该条件，注意到

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) = ∑𝑥,𝑦
𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) log 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑄𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

= 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 𝔼𝑃𝑋𝑌 [𝑓T(𝑋)𝑔(𝑌 )] + 𝔼𝑃𝑋 [𝛼(𝑋)] + 𝔼𝑃𝑌 [𝛽(𝑌 )] ,

(3­30)

从而由 (3­29b)可知 𝑃𝑋 = 𝜆𝑄𝑋 , 𝑃𝑌 = 𝜆𝑄𝑌，故 𝜆 = 1，于是稳定点条件 (3­29)等价

于

𝑄𝑋 = 𝑃𝑋 , 𝑄𝑌 = 𝑃𝑌 , (3­31a)

𝔼𝑄𝑋|𝑌 [𝑓 (𝑋) ∣ 𝑌 ] = 𝔼𝑃𝑋|𝑌 [𝑓 (𝑋) ∣ 𝑌 ] , (3­31b)

𝔼𝑄𝑌 |𝑋 [𝑔(𝑌 ) ∣ 𝑋] = 𝔼𝑃𝑌 |𝑋 [𝑔(𝑌 ) ∣ 𝑋] . (3­31c)

称满足 (3­31)的分布𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽] ∈ ℰ𝑘为 (GSL的)稳定分布 (Stationary

Distribution)。令 ℰ0
𝑘 表示所有稳定分布的集合，则有ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) ⊂ ℰ0

𝑘。此外，由
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ℰX
𝑘

ℰY
𝑘

ℰ𝑘

ℰ0
𝑘

ℳℰ𝑘(𝑃𝑋,𝑌 )

图 3.3 不同分布族间的包含关系

(3­31)可得 ℰ0
𝑘 ⊂ ℰX

𝑘 ∩ ℰY
𝑘，其中 ℰX

𝑘 与 ℰY
𝑘 均为 ℰ𝑘 的子集，定义为 ℰX

𝑘 ≜ {𝑄𝑋𝑌 ∈
ℰ𝑘 ∶ 𝑄𝑋 = 𝑃𝑋}, ℰY

𝑘 ≜ {𝑄𝑋𝑌 ∈ ℰ𝑘 ∶ 𝑄𝑌 = 𝑃𝑌 }。这些分布族简单包含关系可参见
图 3.3。

集合 ℰ0
𝑘 有如下性质。

性质 3.1： ∀𝑘 ∈ ℕ+, ℰ0
𝑘 ⊂ ℰ0

𝑘+1.

证明 对任意 𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓𝑘, 𝑔𝑘, 𝛼, 𝛽] ∈ ℰ0
𝑘，可构造 𝑓𝑘+1(𝑥) = [𝑓T

𝑘 (𝑥), 0]T ∈
ℝ𝑘+1, 𝑔𝑘+1(𝑦) = [𝑔T𝑘 (𝑦), 0]T ∈ ℝ𝑘+1以使得 𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓𝑘+1, 𝑔𝑘+1, 𝛼, 𝛽] ∈ ℰ0

𝑘+1。 □

性质 3.2 (Pythagorean定理)： ∀ 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℰ0
𝑘 ,

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) + 𝐷(𝑄𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) = 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ).

证明 对任意 𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽] ∈ ℰ0
𝑘 有 𝐷(𝑄𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) = 𝔼𝑄𝑋𝑌 [𝑓T(𝑋)𝑔(𝑌 )] −

𝔼𝑄𝑋 [𝛼(𝑋)] − 𝔼𝑄𝑌 [𝛽(𝑌 )]。由 ℰ0
𝑘 定义 (3­31) 可知 𝔼𝑄𝑋 [𝛼(𝑋)] = 𝔼𝑃𝑋 [𝛼(𝑋)] 及

𝔼𝑄𝑌 [𝛽(𝑌 )] = 𝔼𝑃𝑌 [𝛽(𝑌 )]，从而

𝔼𝑄𝑋𝑌 [𝑓T(𝑋)𝑔(𝑌 )] = 𝔼𝑄𝑋 [𝑓T(𝑋) 𝔼𝑄𝑌 |𝑋 [𝑔(𝑌 )|𝑋]]
= 𝔼𝑃𝑋 [𝑓T(𝑋) 𝔼𝑃𝑌 |𝑋 [𝑔(𝑌 )|𝑋]]
= 𝔼𝑃𝑋𝑌 [𝑓T(𝑋)𝑔(𝑌 )] .

结合以上关系及 (3­30)可导出如下定理。 □

性质 3.3： ∀ 𝑘 ∈ ℕ+, ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) = ℰ0
𝑘 当且仅当 𝑃𝑋𝑌 = 𝑃𝑋𝑃𝑌 .

21



第 3章 深度神经网络的特征提取

𝑃𝑋𝑃𝑌

𝑄𝑋,𝑌

𝑃𝑋,𝑌

ℰ0
𝑘

ℰ𝑘

图 3.4 稳定分布 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℰ0
𝑘 所满足的 Pythagorean定理：𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) = 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) +

𝐷(𝑄𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 )

证明 若𝑃𝑋𝑌 = 𝑃𝑋𝑃𝑌 ∈ ℰ0
𝑘，则根据定义有ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) = {𝑃𝑋𝑌 }。此外，由性质 3.2可

知，对任意的𝑄𝑋𝑌 ∈ ℰ0
𝑘 都有𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 )+𝐷(𝑄𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) = 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) = 0，

从而 𝑄𝑋𝑌 = 𝑃𝑋𝑌 = 𝑃𝑋𝑃𝑌。故 ℰ0
𝑘 = {𝑃𝑋𝑌 } = ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 )。

若 ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) = ℰ0
𝑘，则 𝑃𝑋𝑃𝑌 ∈ ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 )。因对任意 𝑓 都有 𝑃𝑋𝑃𝑌 =

𝑄[𝑓 , 0, 0, 0]，故 (𝑓 , 0, 0, 0) 满足驻点条件 (3­31)。对所有的 𝑥̂ ∈ 𝒳，令 𝑓(𝑥) =
[1𝑥=𝑥̂, 0, ⋯ , 0]T ∈ ℝ𝑘，则由 (3­31b) 可得 ∀𝑦 ∈ 𝒴, 𝑃𝑋|𝑌 (𝑥̂|𝑦) = 𝑃𝑋(𝑥̂)，故有
𝑃𝑋𝑌 = 𝑃𝑋𝑃𝑌。 □

性质 3.1 表明 {ℰ0
𝑘 } 为关于 𝑘 的单调非减集列；性质 3.2 给出了 ℰ0

𝑘 上的

Pythagorean定理，如图 3.4所示；性质 3.3表明，除𝑋与 𝑌 独立的情形外，ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 )
为稳定分布集合 ℰ0

𝑘 的真子集。

3.6.2.2 Softmax学习问题的等价性

为建立 GSL与原 softmax回归问题的等价性，这里先给出 Softmax回归与矩

投影问题ℳℰX
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 )的等价性。
由第 3.3节中讨论可知，Softmax回归等价于求解

minimize
𝑓,𝑔,𝑏

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖ ̃𝑃 [𝑓 , 𝑔, 𝑏]), (3­32)

其中 𝑃𝑋𝑌 表示数据样本的经验分布，𝑓、𝑔 与 𝑏分别表示 Softmax回归中的特征、

权重与偏置项。
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为表明 (3­32) 与矩投影问题 ℳℰX
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 ) 的等价性，只需验证 ℰX
𝑘 为形如

̃𝑃 [𝑓 , 𝑔, 𝑏]的分布族，如以下引理所示。

引理 3.5： 给定参数 𝑓, 𝑔，关于分布 𝑅𝑋𝑌 的如下条件等价：

1. ∃ 𝑏，使得 𝑅𝑋𝑌 = ̃𝑃 [𝑓 , 𝑔, 𝑏]。
2. ∃ 𝛼, 𝛽，使得 𝑅𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽] ∈ ℰX

𝑘 .

证明 1) ⟹ 2) 对给定 𝑓, 𝑔, 𝑏，设 𝛼(𝑥) = log∑𝑦′∈𝒴 𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦′)+𝑏(𝑦′), 𝛽(𝑦) = −𝑏(𝑦) +
log𝑃𝑌 (𝑦),则有 𝑅𝑋𝑌 = ̃𝑃 [𝑓 , 𝑔, 𝑏] = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽] ∈ ℰ𝑘。又由 ̃𝑃 定义知 𝑅𝑋 = 𝑃𝑋，故

𝑅𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽] ∈ ℰX
𝑘。

2) ⟹ 1) 由 ℰX
𝑘 定义知

∑
𝑦′∈𝒴

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦′)𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦′)−𝛼(𝑥)−𝛽(𝑦′) = 𝑃𝑋(𝑥),

从而 𝛼(𝑥) = log∑𝑦′∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦′)𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦′)−𝛽(𝑦′)，故可得𝑄[𝑓, 𝑔, 𝛼, 𝛽] = ̃𝑃 [𝑓 , 𝑔, 𝑏]，其中
𝑏(𝑦) = −𝛽(𝑦) + log𝑃𝑌 (𝑦)。 □

原 Softmax回归问题(3­32)与 GSL问题 (3­20)的等价性可由如下定理给出。

定理 3.7： 𝑃𝑋𝑌 在集合 ℰ𝑘、ℰX
𝑘 及 ℰY

𝑘 上的矩投影相等，亦即

ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) = ℳℰX
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 ) = ℳℰY
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 ).

证明 对任意 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) ⊂ ℰ0
𝑘 ⊂ ℰX

𝑘，由ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 )定义有

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) ⩽ 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄′
𝑋𝑌 ), ∀ 𝑄′

𝑋𝑌 ∈ ℰX
𝑘 ⊂ ℰ𝑘,

从而 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℳℰX
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 )，由此得出 ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) ⊂ ℳℰX
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 )。设 ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) ≠
ℳℰX

𝑘
(𝑃𝑋𝑌 )，则对 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℳℰX

𝑘
(𝑃𝑋𝑌 ) ⧵ ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 )，∃ 𝑄′

𝑋𝑌 ∈ ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) ⊂ ℰX
𝑘 使得

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) > 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄′
𝑋𝑌 ),

从而 𝑄𝑋𝑌 ∉ ℳℰX
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 )，与假设矛盾。故可得ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) = ℳℰX
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 )。同理可得
ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 ) = ℳℰY

𝑘
(𝑃𝑋𝑌 )。 □

注释 3.2： 可验证，原 Softmax回归问题 (3­32)与 GSL问题 (3­20)的稳定解也相

同。
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𝑋
输入

特征

𝑓(𝑋)

⋯

隐层

̃𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) ≜ 𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦)+𝑏(𝑦)

∑𝑦′∈𝒴 𝑒𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦′)+𝑏(𝑦′)

Softmax输出

⋮

+1

𝑌 = 1

𝑌 = 2

⋮

𝑌 = |𝒴|

𝑔(1)

𝑔(2)

𝑔(|𝒴|)
𝑏(1)

𝑏(2)
𝑏(|𝒴|)

图 3.5 用于分类的前向神经网络，其中 𝑓 为最后的隐层生成的特征，𝑔 及 𝑏对应最后一
层中的权重的偏置项。

3.6.2.3 神经网络中的应用

考察基于数据𝑋预测标签 𝑌 的前向神经网络，如图 3.5所示，其中 𝑓 为最后
的隐层生成的 𝑋 的特征，𝑔 及 𝑏分别对应最后一层中的权重与偏置项。当网络中
有足够隐神经元时，𝑓 可表示任何函数 [46]，因此训练该网络等价于求解原 Softmax

回归问题 (3­32)。以下的分析中，假设神经网络均具有如此的理想表达能力。

由定理 3.7可知原 Softmax回归问题ℳℰX
𝑘

(𝑃𝑋𝑌 )及 GSL问题ℳℰ𝑘(𝑃𝑋𝑌 )解集
相同。由 𝑓 与 𝑔在 GSL问题 (3­20)中的对称性可知，神经网络提取的特征 𝑓 与权
重 𝑔在训练中的作用也是对称的。
在此基础上，我们有定理 3.7的直接推论如下，其建立了由 𝑋 预测 𝑌 的网络

及反过来使用 𝑌 预测 𝑋 的网络间的对称性。

命题 3.1： 基于 𝑋 预测 𝑌 的神经网络 (𝑋­𝑌 网络) 与基于 𝑌 预测 𝑋 的神经网络
(𝑌 ­𝑋 网络)将生成对称的 (特征,权重)二元组，如图 3.6所示。

3.7 实验结果

本节介绍仿真数据集与实际数据集上所开展的一系列实验，以检验前述理论

结果。

3.7.1 神经网络特征提取

首先检验定理 3.4中特征投影的结论。为此，取 𝑘 = 1，|𝒳| = 8以及 |𝒴| = 6，并
构造如图 3.5所示的神经网络，其中网络输入为单点编码后的 𝑋，且利用 Sigmoid

激活的全连接层生成输入特征 𝑓(𝑋)。可验证，若全连接层中权重取合适的值，该
全连接层可输出任意 𝑋 的函数 (不计平移及等比例放缩变换)，即该神经网络具有

理想表达能力。为将网络训练结果与定理 3.4 中理论值对比，首先随机生成分布
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输入

𝑋

输出

𝑌

特征

𝑓(𝑋)

权重

𝑔(𝑌 )
⋯

隐层

(a) 𝑋­𝑌 网络

输入

𝑌

输出

𝑋

特征

𝑔(𝑌 )

权重

𝑓(𝑋)
⋯

隐层

(b) 𝑌 ­𝑋 网络

图 3.6 由 𝑋­𝑌 网络与 𝑌 ­𝑋 网络生成的 (特征,权重)二元组的对称关系
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(b) 𝑔(𝑦)
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−1.5

−1.0

−0.5
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0.5

1.0

Training

Theoretical

(c) 𝑏(𝑦)

图 3.7 Softmax回归中特征及权重的训练结果 (实线)与理论值 (虚线)的对比

𝑃𝑋𝑌，并由该分布生成 𝑛 = 100, 000个 (𝑋, 𝑌 )的训练样本。由这些样本训练网络之
后所得 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑦)及 𝑏(𝑦)与相应理论值的对比结果如图 3.7所示，从中可看出两者

的一致性。

基于相同的训练数据，可对定理 3.5的结果进行检验。具体地，这里采用图 3.2

所示神经网络，并设置隐层神经元数分别为 𝑚 = 4、𝑘 = 3。使用 𝑋 的随机函数作
为输入 𝑡(𝑋)，并以 Sigmoid函数作为激活函数 𝜎(⋅)。在网络训练过程中，固定输出
层的权重与偏置项，仅训练隐层的权重 𝑤(1), 𝑤(2), 𝑤(3)及偏置项 𝑐 以优化 Log损

失函数。相应结果如图 3.8所示，从中可看出仿真结果与理论值的一致性。

3.7.2 神经网络性能度量

进一步地，设计实验考察神经网络分类准确率与所提取特征的 H评分函数的

关系。为此，在 ILSVRC2012竞赛 [47] 所使用的 ImageNet图像集上进行验证，该
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(b) 𝑐

图 3.8 隐层中的权重与偏置项，其中实线与虚线分别表示训练结果及对应理论值

表 3.1 H评价函数与准确率对比，其中𝐻AIC表示带 AIC修正项的 H评价函数.

模型 𝐻(𝑓) 𝐻AIC(𝑓 ) 准确率

VGG16 148.3 41.9 0.642
VGG19 152.7 42.2 0.647

MobileNet 45.9 42.6 0.684
DenseNet121 59.5 53.3 0.714
DenseNet169 81.2 70.2 0.736
DenseNet201 89.1 73.5 0.744
Xception 179.8 162.2 0.775

InceptionV3 181.2 162.9 0.763
InceptionResNetV2 241.1 198.1 0.791

数据集包含 𝑛s = 1, 300, 000个训练样本。具体地，这里训练一系列常用的神经网
络结构 [48­53]以获取网络最后隐层所提取图像特征，并在此基础上将分类任务准确

率及网络所提取特征的 H评分函数作对比，结果如表 3.1所示。其中，𝐻AIC表示

根据 Akaike信息准则 (Akaike Information Criterion, AIC) [54]修正后的 H评分函数，

用于修正参数带来的过拟合效应，具体定义为

𝐻AIC(𝑠) = 𝐻(𝑠) −
𝑛p
𝑛s

, (3­33)

式中 𝑛p表示模型参数总数。由表中结果可知，修正后的 H评分函数与准确率趋势

一致，从而检验了 H评分函数在实际学习任务中的有效性。

3.7.3 神经网络对称性

为验证命题 3.1中神经网络对称性的结论，采用与第 3.7.1节相同方式生成仿

真数据，并以其网络结构作为这里的 𝑋­𝑌 网络。训练该网络可得 (特征，权重)二
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输入 输出

𝑋

𝑔(𝑌 )

权重

̂𝑓 (𝑋)

(a)简化的逆网络
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𝑥

𝑓(𝑥)
̂𝑓 (𝑥)

(b) 𝑓(𝑥)与 ̂𝑓 (𝑥)的对比

图 3.9 神经网络对称性检验

元组 (𝑓 , 𝑔)。
接着，使用 𝑔(𝑦𝑖)作为图 3.9(a)所示逆网络①的输入特征用于预测标签 𝑥𝑖，并

通过训练得到相应的权重 ̂𝑓。如图 3.9(b)所示， ̂𝑓 (𝑥)与原特征 𝑓(𝑥)一致，由此检
验了这两个网络的对称性。

3.8 本章小结

在局部信息几何分析框架下，本章对深度神经网络的特征提取问题开展分析，

给出了神经网络提取特征在统计推断上的最优性。同时，本章分析结果展示了神

经网络特征提取问题的奇异值分解数学结构，并由此建立了信息论角度对神经网

络的性能度量。该奇异值分解结构及性能度量将作为后续章节中，对神经网络样

本复杂度及训练过程中的超参数选择等问题进一步分析的理论基础。

① 这里使用简化的逆网络替代图 3.6(b)中所示 𝑌 ­𝑋网络，以强制逆网络中输入为 𝑔(𝑌 )，从而避免 (3­20)解
不唯一带来的影响。
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第 4章 样本复杂度分析

4.1 本章引言

基于第 3章的讨论可知，在 𝑋 与 𝑌 弱相关的情形下，深度神经网络的特征提
取过程等价于求解最大相关函数，且损失函数可通过 H评分函数等价刻画。为建

立对深度神经网络的样本复杂度的理解，本章对最大相关函数的样本复杂度进行

考察。具体而言，对由给定有限样本估计得到的最大相关函数，本章通过H评分函

数度量该估计的误差，并使用对应的误差指数作为样本复杂度的描述。由于最大

相关函数计算等价于求解典型相关矩阵的奇异值分解问题，本章引入矩阵微扰分

析的结果以刻画由经验分布造成的误差，并由此建立误差指数的解析表达式。我

们进一步将该结论推广到半监督学习的场景中，并得到半监督学习中对有标签样

本与无标签样本的最优采样策略。

本章具体内容安排如下：首先，第 4.2节给出该样本复杂度问题的数学描述并

定义了描述样本复杂度的误差指数；为求解该误差指数，第 4.3节建立了矩阵微扰

分析框架以分析最大相关函数的偏差；在此基础上，第 4.4节与第 4.5节分别给出

了有监督学习及半监督学习问题中描述样本复杂度的误差指数，并建立了半监督

学习问题中的最优采样方案。最后，第 4.6节介绍了相应的仿真实验以检验理论结

果，第 4.7节总结了全章。

4.2 问题构建

对给定样本集，在局部分析机制下深度神经网络等价于计算经验分布所对应

的最大相关函数，或基于经验分布的交替条件期望算法，具体过程可描述如下。给

定由联合分布① 𝑃𝑋𝑌 独立同分布生成的 𝑛个训练样本 (𝑥1, 𝑦1), ⋯ , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)，为由交
替求解期望算法计算定义 2.4所定义的最大相关函数，首先取样本均值为零的函数

̂𝑓 ∈ ℝ𝑘与 ̂𝑔 ∈ ℝ𝑘，并交替执行如下过程 (参照(3­11))：

i) ̂𝑓 (𝑥) ← 𝔼 [𝚲−1
̂𝑔 ̂𝑔(𝑌 ) | 𝑋 = 𝑥]

ii) ̂𝑔(𝑦) ← 𝔼 [𝚲−1
̂𝑓

̂𝑓 (𝑋) | 𝑌 = 𝑦]
(4­1)

① 这里假设边缘分布对任意 𝑥, 𝑦满足 𝑃𝑋(𝑥) > 0以及 𝑃𝑌 (𝑦) > 0，否则可剔除相应的字母。
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其中 ̂𝑃𝑋𝑌 表示样本的经验分布，且期望操作分别取在样本经验条件分布 ̂𝑃𝑌 |𝑋 及

̂𝑃𝑋|𝑌 上。此外，矩阵 𝚲 ̂𝑓 及 𝚲 ̂𝑔 为协方差矩阵，定义为

𝚲 ̂𝑓 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

̂𝑓 (𝑥𝑖) ̂𝑓T(𝑥𝑖), 𝚲 ̂𝑔 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

̂𝑔(𝑦𝑖) ̂𝑔T(𝑦𝑖).

在此基础上，定义诸信息向量 ̂𝝓𝑖 ∈ ℝ|𝒳|及 𝝍̂𝑖 ∈ ℝ|𝒴|，𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘使得

̂𝜙𝑖(𝑥) = √ ̂𝑃𝑋(𝑥) ̂𝑓𝑖(𝑥), 𝜓̂ 𝑖(𝑦) = √ ̂𝑃𝑌 (𝑦) ̂𝑔𝑖(𝑦), (4­2)

其中经验边缘分布 ̂𝑃𝑋 与 ̂𝑃𝑌 用作归一化因子,且 ̂𝑓𝑖与 ̂𝑔𝑖分别表示 ̂𝑓 与 ̂𝑔的第 𝑖维，
即对任意 𝑥, 𝑦，有

̂𝑓 (𝑥) = [ ̂𝑓1(𝑥), ⋯ , ̂𝑓𝑘(𝑥)]
T , ̂𝑔(𝑦) = [ ̂𝑔1(𝑦), ⋯ , ̂𝑔𝑘(𝑦)]

T ,

此外，定义经验分布所对应的 |𝒴| × |𝒳|典型相关矩阵 B̂为

̂𝐵(𝑦, 𝑥) =
̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

√ ̂𝑃𝑋(𝑥) ̂𝑃𝑌 (𝑦)
− √ ̂𝑃𝑋(𝑥) ̂𝑃𝑌 (𝑦). (4­3)

利用命题 2.3的结论可将交替条件期望算法的执行过程 (4­1)等价表示为

i) 𝚽̂𝑘 ← B̂T𝚿̂𝑘 (𝚿̂T
𝑘𝚿̂𝑘)

−1

ii) 𝚿̂𝑘 ← B̂𝚽̂𝑘 (𝚽̂T
𝑘𝚽̂𝑘)

−1 (4­4)

其中

𝚽̂𝑘 = [ ̂𝝓1, ⋯ , ̂𝝓𝑘] , 𝚿̂𝑘 = [𝝍̂1, ⋯ , 𝝍̂𝑘] . (4­5)

注意到 (4­4)等就与求解低秩恢复问题

min
𝚿̂𝑘,𝚽̂𝑘

‖B̂ − 𝚿̂𝑘𝚽̂T
𝑘‖

2

F
. (4­6)

的交替最小二乘法 [55]，故由 Eckart–Young–Mirsky定理 [56] 可知 ACE算法将收敛

至 B̂对应于前 𝑘个奇异值的奇异向量。
在下面的分析中，令 ̂𝝓𝑖 表示 B̂第 𝑖个右奇异向量，并令 𝚽̂𝑘 表示由前 𝑘个右

奇异向量构成的 |𝒳| × 𝑘矩阵。注意到由命题 2.2可知最大相关函数对应于 𝑋 和 𝑌
的典型相关矩阵 (参考定义 2.3) B̃的前 𝑘个奇异向量，故当经验分布 ̂𝑃𝑋𝑌 与真实

分布 𝑃𝑋𝑌 一致时，可得 B̂ = B̃，从而可由交替条件期望算法得到精确的最大相关
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函数值。但因为训练样本的随机性，经验分布将很大概率偏离真实分布，从而导

致对应奇异向量及最大相关函数与理论值的偏差。为了量化该偏差，定义 |𝒳| × 𝑘
矩阵𝚽𝑘为

𝚽𝑘 ≜ [𝝓1, ⋯ , 𝝓𝑘] ,

其中 𝝓𝑖表示 B̃的第 𝑖个右奇异向量。
在此基础上，采用 ‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F 作为 𝚽̂𝑘 偏离 𝚽𝑘 程度的度量。注意该

度量等价于 H评分函数的差，从而可表示深度神经网络泛化误差与理论最优泛化

误差之间的差值。

注意到对所有满足 𝚽̂T
𝑘𝚽̂𝑘 = I𝑘的 |𝒳| × 𝑘矩阵都有 ‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F ⩾ 0，其

中 I𝑘 表示 𝑘 × 𝑘单位阵。为分析泛化误差随 𝑛的变化，在接下来的分析中考察误
差指数 [57]

E𝑘 ≜ − lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛 {‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} , (4­7)

其中概率空间定义在所有由 𝑃𝑋𝑌 生成的所有可能独立同分布样本上。具体而言，

(4­7)中第一个有关 𝑛的极限表示 𝑛的大样本机制；在该机制下，经验分布与真实
分布以大概率十分接近，从而 ‖B̃𝚽𝑘‖

2
F与 ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F的差很小，故自然引入第二个关

于 𝜖的极限。
在接下来的推导中将可以看到，这两个极限的引入将大大简化样本复杂度的

求解。为给出 (4­7)的解析表达式，需刻画 ‖B̃𝚽𝑘‖
2
F与 ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F与经验分布扰动的

关系。为此，下一节将引入矩阵微扰分析的若干结果。

4.3 矩阵微扰分析

设 A ∈ ℝ𝑑×𝑑 为对称阵，对应特征向量与特征值分别为 𝐯1, ⋯ , 𝐯𝑑 及 𝜆1 ⩾ ⋯ ⩾
𝜆𝑑。由 A的前 𝑘个特征向量构造矩阵

V𝑘 ≜ [𝐯1, ⋯ , 𝐯𝑘] ∈ ℝ𝑑×𝑘, (4­8)

则可验证

tr{V
T
𝑘AV𝑘} =

𝑘

∑
𝑖=1

𝜆𝑖, (4­9)
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其中 tr{⋅}表示矩阵的迹。进一步地，设 A(𝜏)为由参数 𝜏 描述的一族对称矩阵，满
足 A(0) = A且关于 𝜏 解析。则 A(𝜏)的 Taylor级数展开可表示为

A(𝜏) = A + 𝜏A′ + 𝑜(𝜏),

其中 A′ = A′(0) 为 A(𝜏) 关于 𝜏 在 𝜏 = 0 处的一阶导数。类似于(4­8)的定义，令

V𝑘(𝜏) ∈ ℝ𝑑×𝑘 为由 A(𝜏)前 𝑘个特征向量构成的矩阵。那么，当 𝜆𝑘 > 𝜆𝑘+1 时，以

下引理给出了 tr{V
T
𝑘(𝜏)AV𝑘(𝜏)}关于 𝜏 的二阶 Taylor展开。

引理 4.1： 若 𝜆𝑘 > 𝜆𝑘+1，则

tr{V
T
𝑘(𝜏)AV𝑘(𝜏)} = tr{V

T
𝑘AV𝑘} − 𝜏2

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2),

其中 tr{⋅}表示矩阵的迹。

证明 参见附录 B.1。 □

此外，对 𝜆𝑘 = 𝜆𝑘+1 的情况，我们引入记号 [𝑑] ≜ {1, ⋯ , 𝑑}，并定义指标集
ℐ𝑘 ≜ {𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝜆𝑖 = 𝜆𝑘}与相应补集 ℐc

𝑘 ≜ [𝑑] ⧵ ℐ𝑘 = {𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑘}。进一步地，
定义矩阵 Vℐ𝑘 ≜ [𝐯𝑖, 𝑖 ∈ ℐ𝑘] ∈ ℝ𝑑×|ℐ𝑘| 为 V下标在 ℐ𝑘 中的列构成的子矩阵。则对

于 𝜆𝑘 = 𝜆𝑘+1的情形，如下引理给出了 tr{V
T
𝑘(𝜏)AV𝑘(𝜏)}的二阶 Taylor展开。

引理 4.2： 若 𝜆𝑘 = 𝜆𝑘+1，则

tr{V
T
𝑘(𝜏)AV𝑘(𝜏)}

= tr{V
T
𝑘AV𝑘} − 𝜏2

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
− 𝜏2

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

( ̂𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑘 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2),

其中 𝑙为 ℐ𝑘中的最小元， ̂𝐯𝑖定义为

̂𝐯𝑖 ≜ Vℐ𝑘𝐮𝑖−𝑙+1, 𝑙 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘,

其中 𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑘−𝑙+1 ∈ ℝ|ℐ𝑘|为矩阵 VT
ℐ𝑘
A′Vℐ𝑘 的前 𝑘 − 𝑙 + 1个特征向量。

证明 参见附录 B.2。 □

注意到，因为 ‖B̃𝚽̂𝑘‖
2
F = tr{𝚽̂T

𝑘B̃
TB̃𝚽̂𝑘}，本节中的结果实际上刻画了由经验

分布 ̂𝑃𝑋𝑌 相对于真实分布 𝑃𝑋𝑌 的扰动引起的 ‖B̃𝚽̂𝑘‖
2
F与 ‖B̃𝚽𝑘‖

2
F之间的差异。上

述矩阵微扰结果可用于后续对误差指数(4­7)的推导。
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4.4 有监督学习的样本复杂度

给定由联合分布 𝑃𝑋𝑌 生成的 𝑛 个独立同分布的训练样本 (𝑥1, 𝑦1), ⋯ , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)，
本节将分别在 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1 与 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1 两种情况下给出样本复杂度 (4­7)的解析表

达，其中 𝜎𝑘与 𝜎𝑘+1分别为 B̃的第 𝑘与第 (𝑘 + 1)大的奇异值。

4.4.1 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1 的情形

为了表述相应结果，我们首先引入相应的定义。首先，对给定 𝑃𝑋𝑌，我们定义

𝛼𝑘用于描述误差指数 (4­7)。

定义 4.1： 给定联合分布 𝑃𝑋𝑌 以及 𝑘 ∈ ℕ+，定义矩阵

G𝑘 ≜ LT
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

𝜽𝑖𝑗𝜽T𝑖𝑗
𝜎2

𝑖 − 𝜎2
𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
L, (4­10)

其中 𝑑 ≜ |𝒳|, 𝜎𝑖表示矩阵 B̃的第 𝑖个奇异值①。此外，L定义为 (|𝒳|⋅|𝒴|)×(|𝒳|⋅|𝒴|)
的矩阵，其第 [(𝑥 − 1)|𝒴| + 𝑦]行与第 [(𝑥′ − 1)|𝒴| + 𝑦′]列的元素为

√
𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦′)
𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)[𝛿𝑥𝑥′𝛿𝑦𝑦′ − 1

2 (
𝛿𝑥𝑥′

𝑃𝑋(𝑥) +
𝛿𝑦𝑦′

𝑃𝑌 (𝑦)) ⋅ [𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)]], (4­11)

其中 𝛿𝑖𝑗 为 Kronecker 𝛿函数，𝜽𝑖𝑗 定义为

𝜽𝑖𝑗 ≜ 𝝓𝑗 ⊗ (B̃𝝓𝑖) + 𝝓𝑖 ⊗ (B̃𝝓𝑗), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑, (4­12)

式中 “⊗”为矩阵 Kronecker积，𝝓𝑖为 B̃的第 𝑖个右奇异向量。接着，我们定义 G𝑘

的谱范数为 𝛼𝑘。

此外，我们的分析中将会用到下列经验分布的集合。

定义 4.2： 对所有 𝜖 > 0，集合 𝒮1(𝜖)定义为

𝒮1(𝜖) ≜ { ̂𝑃𝑋𝑌 ∶ ‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} , (4­13)

其中 𝚽̂𝑘对应于 B̂的前 𝑘个右奇异向量 [参考(4­3)与(4­5)]。此外，集合𝒩 (𝜖)定义
为

𝒩 (𝜖) ≜ {
̂𝑃𝑋𝑌 ∶ 𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) ⩽ 𝜖

𝛼𝑘 } . (4­14)

① 当 |𝒳| > |𝒴|及 𝑖 > |𝒴|时，我们约定 𝜎𝑖 = 0。

32



第 4章 样本复杂度分析

更进一步地，对于经验分布 ̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖)，我们将 ̂𝑃𝑋𝑌 与真实分布之间的 𝑃𝑋𝑌

差异表示为

Γ(𝑦, 𝑥) ≜
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)
√𝜖𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

, 若 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) > 0,

0, 若 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 0,
(4­15)

由此建立一一对应关系① ̂𝑃𝑋𝑌 ↔ Γ。除此之外，我们定义 |𝒴| × |𝒳|矩阵 𝚪及 𝚵，
使其第 𝑦行第 𝑥列的元素分别取 Γ(𝑦, 𝑥)及

Ξ(𝑦, 𝑥) ≜ √𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)
√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

Γ(𝑦, 𝑥) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
2√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

⋅
⎡⎢⎢⎣

1
𝑃𝑋(𝑥) ∑

𝑦′∈𝒴
√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦′)Γ(𝑦′, 𝑥) + 1

𝑃𝑌 (𝑦) ∑
𝑥′∈𝒳

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥′)
⎤⎥⎥⎦

.

(4­16)

基于此，对于经验分布取自集合 𝒩 (𝜖)中的数据样本所对应的 B̂有如下微扰表达

式。

引理 4.3： 对于给定的 𝑃𝑋𝑌，存在常数 𝐶 > 0，使得对任意 𝜖 > 0及 ̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖)，
我们有 ‖𝚵‖F ⩽ 𝐶 以及

B̂ = B̃ + √𝜖 𝚵 + 𝑜 (√𝜖) . (4­17)

证明 参见附录 B.3. □

进一步地，如下引理刻画了𝑃𝑋𝑌 往集合𝒮1(𝜖)∩𝒩 (𝜖)上的信息投影（Information

Projection [58], I­projection），相应结果可用于误差指数分析。

引理 4.4： 对 𝒮1(𝜖)及定义 4.2中的𝒩 (𝜖)，我们有②

lim
𝜖→0+

𝜖−1 𝐷 (𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 1
2𝛼𝑘

. (4­18)

① 注意到由于 𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 )取有限值，对所有满足 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 0的 (𝑥, 𝑦)我们有 ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 0。因此，我们
可以从 Γ求得到分布 ̂𝑃𝑋𝑌：

̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + √𝜖𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥), 对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴.

② 对于给定概率分布 𝑃 及分布的集合 𝒮，我们引入记号 [58]

𝐷(𝒮‖𝑃 ) ≜ inf
𝑄∈𝒮

𝐷(𝑄‖𝑃 ).
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证明 参见附录 B.4. □

利用引理 4.4及 Sanov定理 [58] 的结果，可将误差指数 E𝑘 的解析表达式陈述

为如下定理。

定理 4.1： 若 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1，样本复杂度所对应的误差指数为

E𝑘 = − lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛 {‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} = 1

2𝛼𝑘
. (4­19)

证明 首先，根据 Sanov定理可得

ℙ𝑛 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} ≐ exp{−𝑛𝐷 (𝒮1(𝜖)‖𝑃𝑋𝑌 )} . (4­20)

因此，误差指数(4­19)可表示为

− lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛 {‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} = lim

𝜖→0+
𝜖−1𝐷 (𝒮1(𝜖)‖𝑃𝑋𝑌 ) .

(4­21)

根据引理 4.4，存在 𝜖0 > 0使得对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖0),

𝐷 (𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) < 𝜖
𝛼𝑘

.

此外，根据(4­14)，对所有 ̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒮1(𝜖) ⧵ 𝒩 (𝜖)我们有 𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) > 𝜖
𝛼𝑘
。因此，

对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)我们有

𝐷 (𝒮1(𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 𝐷 (𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) ,

由此得到

lim
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮1(𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = lim
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 1
2𝛼𝑘

. (4­22)

结合(4­21)与(4­22)的结论可推出(4­19)。 □

定理 4.1提供了学习最大相关函数的误差随样本数变化的渐进结果。而在实际

应用中，更具有指导意义的是训练所需样本数的非渐进结果，如下所述。

定理 4.2： 对给定 𝑃𝑋𝑌，存在常数 𝜖0 > 0，使得对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)及 𝛿 ∈ (0, 1)，若
𝑛 ⩾ 𝑁(𝜖, 𝛿)，则有

ℙ𝑛 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} < 𝛿,
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其中

𝑁(𝜖, 𝛿) = 4𝛼𝑘
𝜖 (2|𝒳||𝒴| log 𝛼𝑘

𝜖 + log 1
𝛿 ) = 2

𝜖E𝑘 (2|𝒳||𝒴| log 1
2𝜖E𝑘

+ log 1
𝛿 ) ,

𝛼𝑘的定义由定义 4.1给出。

证明 参见附录 B.5。 □

根据定理 4.2，为保证学习误差以不小于 1 − 𝛿 的概率小于 𝜖，只需使用 𝑛 =
𝑂 (

1
𝜖E𝑘

log 1
𝜖𝛿E𝑘 )个独立样本训练最大相关函数。

当学习目标为 𝑋, 𝑌 的全部相关结构，即 𝑘 = 𝑑 − 1时，误差指数有如下的简
洁表达。

推论 4.1： 若 𝑑 = |𝒳| ⩽ |𝒴|，𝜎𝑑−1 > 0且 𝑘 = 𝑑 − 1，则可得 𝛼𝑘 = 𝜎2
1

4 以及

E𝑘 = 2
𝜎2

1
.

证明 参见附录 B.6. □

4.4.2 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1 的情形

该情况下的样本复杂度推导与 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1的情形类似。为便于结果叙述，我们

首先定义

ℐ𝑘 ≜ {𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝜎𝑖 = 𝜎𝑘} , 𝑙 ≜ minℐ𝑘, 以及 𝚽ℐ𝑘 ≜ [𝝓𝑖 ∶ 𝑖 ∈ ℐ𝑘] ∈ ℝ|𝒳|×|ℐ𝑘|.
(4­23)

类似于第 4.4.1节中定义的 G𝑘及 𝛼𝑘，对 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1的情形我们定义矩阵 J𝑘及

𝛽𝑘用于表述误差指数 E𝑘.

定义 4.3： 对给定 𝚪 ∈ ℝ|𝒴|×|𝒳|，我们定义矩阵 J𝑘(𝚪) ∈ ℝ(|𝒳||𝒴|)×(|𝒳||𝒴|)为

J𝑘(𝚪) ≜ G𝑙−1 + LT
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

𝝑𝑖𝑗𝝑T
𝑖𝑗

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
L, (4­24)

其中 G𝑙−1 及 L 由 (4­10)–(4­11)所定义，ℐc
𝑘 ≜ [𝑑] ⧵ ℐ𝑘；对任意 𝑖, 𝑗，𝝑𝑖𝑗 定义为

𝝑𝑖𝑗 ≜ 𝝓𝑗 ⊗ (B̃𝝋𝑖) + 𝝋𝑖 ⊗ (B̃𝝓𝑗),其中 𝝋𝑖定义为

𝝋𝑖 ≜ 𝚽ℐ𝑘𝐮𝑖−𝑙+1, 𝑙 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, (4­25)
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式中 𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑘−𝑙+1 ∈ ℝ|ℐ𝑘|为矩阵𝚽T
ℐ𝑘 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝚽ℐ𝑘 的前 𝑘 − 𝑙 + 1个特征向量，
且 𝚵的定义由 (4­16)给出。此外，𝛽𝑘定义为如下优化问题的最优值：

maximize
𝚪

vecT (𝚪) J𝑘(𝚪) vec (𝚪) (4­26a)

subject to ‖𝚪‖2
F ⩽ 1, (4­26b)

其中 vec(⋅)为矩阵的向量化操作。

以下定理给出了 𝜎𝑘与 𝜎𝑘+1相等时的误差指数。

定理 4.3： 若 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1，样本复杂度对应的误差指数为

E𝑘 = − lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛 {‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} = 1

2𝛽𝑘
. (4­27)

证明 参见附录 B.7。 □

注意到在 (4­24)中，由于 𝝑𝑖𝑗 取值依赖于 𝚵，J𝑘(𝚪)取值将依赖于 𝚪。因此，与
定理 4.1不同，优化问题 (B­59)的最优值无法表达为某一给定矩阵的最大特征值，

在一般情况下难以有效求解。但注意到，当固定 J𝑘时，该优化问题将退化为 J𝑘最

大特征值的求解问题。因此，对给定 𝚪可以计算（或更新）J𝑘，接着可求解 J𝑘的

第一个特征向量用于更新 𝚪；依此类推，可完成 J𝑘与 𝚪的交替更新并得到优化问
题 (B­59)的局部最优值，具体求解步骤可总结为算法 1。特别地，为更新 𝚪（参
见算法 1的第 13–16行），我们将 vec (𝚪)投影至 J𝑘最大特征值所对应的特征空间，

并使用学习率 𝜂增强更新的鲁棒性。
一般情况下，优化问题 (B­59)不存在闭式解。然而，对特定形式的分布，相

应解具有简洁的表达。

推论 4.2： 设 𝑑 = |𝒳| ⩽ |𝒴|，考虑形如

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑝1 若 𝑥 = 𝑦

𝑝2 若 𝑥 ≠ 𝑦,

的联合分布，其中概率值 𝑝1 与 𝑝2 满足 𝑝1 ≠ 𝑝2 及 𝑑[𝑝1 + (|𝒴| − 1)𝑝2] = 1。则对所
有任意 𝑘 ∈ [𝑑 − 1]，我们有 𝛽𝑘 = 𝜎2

1
4 以及

E𝑘 = 2
𝜎2

1
,
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算法 1定理 4.3中误差指数的计算
1: 输入：𝑘及学习率 𝜂.
2: 计算 ℐ𝑘，𝑙，以及𝚽ℐ𝑘。

3: 随机选择 𝚪 ∈ ℝ|𝒴|×|𝒳|，对其归一化以使其满足 ‖𝚪‖F = 1。
4: repeat

5: 根据 (4­16)计算 𝚵。
6: W ← 𝚽T

ℐ𝑘(B̃T𝚵 + 𝚵TB̃)𝚽ℐ𝑘

7: for 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘 − 𝑙 + 1 do
8: 𝐮𝑖 ← W的第 𝑖个特征向量
9: 𝝋𝑖+𝑙−1 ← 𝚽ℐ𝑘𝐮𝑖

10: end for

11: 根据(4­24)计算 J𝑘(𝚪)。
12: 𝛽𝑘 ← vecT (𝚪) J𝑘(𝚪) vec (𝚪)
13: 计算 J𝑘(𝚪)最大特征值对应的特征向量 𝐪1, ⋯ , 𝐪𝑠。

14: Q ← [𝐪1, ⋯ , 𝐪𝑠]
15: vec (𝚪) ← vec (𝚪) + 𝜂QQT vec (𝚪)
16: vec (𝚪) ← vec (𝚪)

‖vec (𝚪)‖
17: until 𝛽𝑘收敛。

18: E𝑘 ← (2𝛽𝑘)−1

19: 输出：E𝑘.

其中

𝜎1 = ⋯ = 𝜎𝑑−1 = |𝑝1 − 𝑝2|√𝑑
√𝑝1 + (𝑑 − 1)𝑝2

(4­28)

为所对应 B̃矩阵的非零奇异值。

证明 参见附录 B.8。 □

4.4.3 关于误差指数一般趋势的评注

在机器学习问题中，另一个值得考察的性能度量为归一化 H 评分

‖B̃𝚽̂𝑘‖
2
F/‖B̃𝚽𝑘‖

2
F，其操作意义为学习得到的最大相关函数 𝚽̂𝑘 相比于真实值 𝚽𝑘

的有效性。为研究该性能度量对应的样本复杂度问题，我们定义归一化误差指数
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Ê𝑘以及相应的渐进问题

Ê𝑘 ≜ − lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛

⎧⎪
⎨
⎪⎩

‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F

‖B̃𝚽𝑘‖
2
F

> 𝜖
⎫⎪
⎬
⎪⎭

, (4­29a)

可验证 Ê𝑘满足

Ê𝑘 = ‖B̃𝚽𝑘‖
2
F ⋅ E𝑘 =

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅ E𝑘, (4­29b)

其中 𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑘为 B̃的前 𝑘个奇异值。
对给定训练样本集，误差指数(4­29)及定理 4.2的结果提供了为实现数据中相

关性结构的高效提取，特征维度 𝑘的设计准则。具体地，由于 𝑋 与 𝑌 均为离散随
机变量，真实分布 𝑃𝑋𝑌 可由训练样本的经验分布 ̂𝑃𝑋𝑌 近似，从而基于 ̂𝑃𝑋𝑌 所对

应的 𝛼𝑘或 𝛽𝑘可用于计算归一化误差指数 Ê𝑘。

在实际算法设计中，考察误差指数关于不同特征维度 𝑘的一半趋势会更具有
指导意义。不难验证，对具有特定对称结构的联合分布，归一化的误差指数 E𝑘随 𝑘
线性变化。例如，对推论 4.2中构造的联合分布 𝑃𝑋𝑌，我们有 Ê𝑘 = (∑𝑘

𝑖=1 𝜎2
𝑖 )E𝑘 =

𝑘𝜎2
1E𝑘 = 2𝑘。另一方面，也不难构造出误差指数不随 𝑘单调变化的例子，而 E𝑘随

𝑘变化的一般趋势较为复杂。
为进一步研究 Ê𝑘的特性，我们设计了相应的仿真实验。具体地，我们从概率

分布空间 𝒫𝒳×𝒴 均匀采样①得到联合分布 𝑃𝑋𝑌，并考虑误差指数 (4­29)在多次生成

的 𝑃𝑋𝑌 上的样本平均值。图 4.1展示了当 |𝒳| = 12、|𝒴| = 10时，由联合分布 𝑃𝑋𝑌

的 105 个样本计算得到的误差指数的经验平均。从图中结果可发现，当 𝑘较小时，
误差指数随特征维度 𝑘线性增长，而当 𝑘较大时将呈现出超线性关系。虽然没有
给出该结果的严格数学证明，在求解最大相关函数的实际应用中，结合图 4.1所示

趋势及定理 4.2的结果可为维度 𝑘的设计提供指导。

4.5 半监督学习的样本复杂度

在半监督学习的问题中，除了 𝑛个有标签样本 (𝑥1, 𝑦1), ⋯ , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)外，我们还
观测到 𝑚 = 𝑛𝑟个无标签样本 𝑥𝑛+1, ⋯ , 𝑥𝑛+𝑚，其中 𝑟表示有标签与无标签样本数的
比值。此外，我们假设各无标签样本为边缘分布 𝑃𝑋 的独立同分布采样，且与有

标签样本独立。在该设定下，可同时利用有标签样本与无标签样本两者的信息进

行最大相关函数的估计。为方便表述，记无标签样本 𝑥𝑛+1, ⋯ , 𝑥𝑛+𝑚 的经验分布为

① 为生成 𝑃𝑋𝑌，我们独立地从 [0, 1]中均匀采样作为 𝑃𝑋𝑌 每个元素的值，然后归一化所有采样值使其和为 1。
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指
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Ê 𝑘

图 4.1 归一化误差指数 Ê𝑘的经验平均关于 HGR最大相关函数维度 𝑘的变化趋势。该经
验平均取自 105 个随机生成的联合分布 𝑃𝑋𝑌，字母集大小分别为 |𝒳| = 12及 |𝒴| = 10。

𝑄𝑋，并仍采用 ̂𝑃𝑋𝑌 与 ̂𝑃𝑌 |𝑋 分别表示有标签数据相应的经验联合分布与经验条件

分布。此外，我们将所有观测到的 𝑋 样本 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛+𝑚的经验分布记为 ̄𝑃𝑋，则有

̄𝑃𝑋(𝑥) = 𝑛
𝑚 + 𝑛

̂𝑃𝑋(𝑥) + 𝑚
𝑚 + 𝑛𝑄𝑋(𝑥) = 1

𝑟 + 1
̂𝑃𝑋(𝑥) + 𝑟

𝑟 + 1𝑄𝑋(𝑥). (4­30)

为了同时利用有标签与无标签样本的信息，我们可将估计最大相关函数的

ACE算法做如下推广：

i) 𝐟(𝑥) ← 𝚲−1
𝐠 ∑

𝑦∈𝒴
𝐠(𝑦) ̂𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)

ii) 𝐠(𝑦) ← 𝚲−1
𝐟 ∑

𝑥∈𝒳
𝐟(𝑥) ̂𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)

̄𝑃𝑋(𝑥)
̄𝑃𝑌 (𝑦)

(4­31)

其中：分布 ̄𝑃𝑌 定义为

̄𝑃𝑌 (𝑦) ≜ ∑
𝑥∈𝒳

̂𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) ̄𝑃𝑋(𝑥), (4­32)

且函数 𝐟 ∶ 𝒳 ↦ ℝ𝑘 关于分布 ̄𝑃𝑋 均值为 0，函数 𝐠∶ 𝒴 ↦ ℝ𝑘 关于分布 ̄𝑃𝑌 均值为

0；𝚲𝐟 与 𝚲𝐠为 𝐟 及 𝐠的协方差矩阵，定义为

𝚲𝐟 ≜ ∑
𝑥∈𝒳

̄𝑃𝑋(𝑦)𝐟(𝑥)𝐟T(𝑥) = 1
𝑛 + 𝑚

𝑛+𝑚

∑
𝑖=1

𝐟 (𝑥𝑖)𝐟T(𝑥𝑖) 及 𝚲𝐠 ≜ ∑
𝑦∈𝒴

̄𝑃𝑌 (𝑦)𝐠(𝑦)𝐠T(𝑦).
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该推广算法的主要出发点是，无标签数据无法改进条件分布 𝑃𝑌 |𝑋 的估计，但

可以改进边缘分布 𝑃𝑋 的估计效果。因此，算法第一步与推广前形式一致，而第

二步使用了改进的经验边缘分布 ̄𝑃𝑋 以得到条件分布 𝑃𝑋|𝑌 更好的估计。在实践中，

我们可假设从数据中估计边缘分布的难度远小于估计联合分布的难度 [40]，因此该

推广的 ACE算法仍可用于样本对应最大相关函数的计算。本节目标为刻画半监督

学习场景中，推广 ACE算法 (4­31)对应的误差指数。

为此，我们定义结合有标签样本与无标签样本的联合经验分布

̄𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = ̂𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) ̄𝑃𝑋(𝑥), (4­33)

则由附录 B.9中推导可知算法 (4­31)实质上在计算 |𝒴| × |𝒳|矩阵 B̄的前 𝑘个奇异
向量，其元素定义为

̄𝐵(𝑦, 𝑥) =
̄𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

√ ̄𝑃𝑋(𝑥) ̄𝑃𝑌 (𝑦)
− √ ̄𝑃𝑋(𝑥) ̄𝑃𝑌 (𝑦), (4­34)

其中 ̄𝑃𝑌 为 ̄𝑃𝑋𝑌 的边缘分布，定义由 (4­32)给出。

此外，我们记 𝚽̄𝑘 为 |𝒳| × 𝑘矩阵，使其第 𝑖列对应矩阵 B̄的第 𝑖个右奇异向
量。于是，算法 (4­31)估计最大相关函数的样本复杂度可刻画为误差指数 [59]

Ē𝑘(𝑟) ≜ − lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} , (4­35)

其中概率定义在由 𝑃𝑋𝑌 生成的 𝑛 个独立同分布样本及由 𝑃𝑋 生成的 𝑚 = 𝑛𝑟 个
独立同分布样本上。类似于有监督学习中的讨论，接下来将分别在 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1 与

𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1两种情况下推导半监督学习中的误差指数(4­35)，其中 𝜎𝑘与 𝜎𝑘+1分别为

矩阵 B̃第 𝑘大与第 (𝑘 + 1)大的奇异值。

4.5.1 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1 的情形

类似于第 4.4.1节的讨论，我们首先定义矩阵 Ḡ𝑘(𝑟)及参量 𝛼̄(𝑟)用于描指数 Ē𝑘

的相关结论。

定义 4.4： 对给定 𝑟 ⩾ 0，定义矩阵 Ḡ𝑘(𝑟)为

Ḡ𝑘(𝑟) ≜ L̄T(𝑟)G𝑘L̄(𝑟), (4­36)

其中 G𝑘 定义如 (4­10)所示，且 L̄(𝑟)是维度为 (|𝒳| ⋅ |𝒴|) × [|𝒳|(|𝒴| + 1)]的矩阵。
对所有 𝑥, 𝑥′ ∈ {1, ⋯ , |𝒳|} 及 𝑦, 𝑦′ ∈ {1, ⋯ , |𝒴|}，L̄(𝑟) 第 [(𝑥 − 1)|𝒴| + 𝑦] 行第
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[(𝑥′ − 1)|𝒴| + 𝑦′]列元素为

𝛿𝑥𝑥′𝛿𝑦𝑦′ − 𝑟
1 + 𝑟 ⋅ √𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)𝑃𝑌 |𝑋(𝑦′|𝑥′) ⋅ 𝛿𝑥𝑥′ , (4­37a)

其第 [(𝑥 − 1)|𝒴| + 𝑦]行第 [|𝒳| ⋅ |𝒴| + 𝑥′]列元素为

√𝑟
1 + 𝑟 ⋅ √𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) ⋅ 𝛿𝑥𝑥′ , (4­37b)

其中 𝛿𝑖𝑗 表示 Kronecker 𝛿符号。在此基础上，𝛼̄𝑘(𝑟)定义为为矩阵 Ḡ𝑘(𝑟)的谱范数。

接着我们定义联合分布 ̄𝑃𝑋𝑌 相关的集合如下：

定义 4.5： 对任意 𝜖 > 0，集合 ̄𝒮1(𝜖)定义为

̄𝒮1(𝜖) ≜ { ̄𝑃𝑋𝑌 ∶ ‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} , (4­38)

其中 𝚽̄𝑘对应于(4­34)所定义的矩阵 B̄前 𝑘个右奇异向量。此外，集合 𝒩̄ (𝜖)定义
为

𝒩̄ (𝜖) ≜ {
̄𝑃𝑋𝑌 ∶ 𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋) ⩽ 𝜖

𝛼̄𝑘(𝑟)} , (4­39)

其中对给定的 ̂𝑃𝑋𝑌 及 𝑄𝑋，联合分布 ̄𝑃𝑋𝑌 的定义由 (4­33)给出。

其次，对任意 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩̄ (𝜖)及其所对应的经验分布 ̂𝑃𝑋𝑌 与𝑄𝑋，引入一一对应

关系 ̂𝑃𝑋𝑌 ↔ Γ及 𝑄𝑋 ↔ 𝜁，其中 Γ(𝑦, 𝑥)定义由 (4­15)给出，𝜁 类似地定义为

𝜁(𝑥) ≜ 𝑄𝑋(𝑥) − 𝑃𝑋(𝑥)
√𝜖𝑃𝑋(𝑥)

. (4­40)

再次，我们定义 𝜻 为以 𝜁(𝑥)第 𝑥个元素的 |𝒳|维向量，并定义 |𝒴| × |𝒳|的矩
阵 𝚵̄使其对应元素 Ξ̄(𝑦, 𝑥)为

Ξ̄(𝑦, 𝑥) ≜ √𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)
√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

Υ(𝑦, 𝑥) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
2√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

⋅
⎡⎢⎢⎣

1
𝑃𝑋(𝑥) ∑

𝑦′∈𝒴
√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦′)Υ(𝑦′, 𝑥) + 1

𝑃𝑌 (𝑦) ∑
𝑥′∈𝒳

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦)Υ(𝑦, 𝑥′)
⎤⎥⎥⎦

,

(4­41)

其中我们定义

Υ(𝑦, 𝑥) ≜ Γ(𝑦, 𝑥) + 𝑟
1 + 𝑟√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) ⋅

⎡⎢⎢⎣
𝜁(𝑥) − ∑

𝑦′∈𝒴
√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦′|𝑥)Γ(𝑦′, 𝑥)

⎤⎥⎥⎦
. (4­42)
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类似于引理 4.3的结论，从数据中估计得到的矩阵 B̄亦可表达为微扰形式，如

下所述。

引理 4.5： 对给定𝑃𝑋𝑌 及 𝑟 ⩾ 0，存在常数 ̄𝐶 > 0，使得对任意 𝜖 > 0及 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩̄ (𝜖)，
我们有 ‖𝚵̄‖F ⩽ ̄𝐶 以及

B̄ = B̃ + √𝜖 𝚵̄ + 𝑜 (√𝜖) . (4­43)

证明 参见附录 B.10。 □

此外，由 Sanov定理可得到如下引理，其对误差指数的表达将用于后续分析

中。

引理 4.6： 给定 𝜖 > 0，我们有

ℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} ≐ exp{−𝑛 ⋅ inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)[
𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)]},

(4­44)

其中 ̄𝒮1(𝜖)的定义由 (4­38)给出。

证明 参见附录 B.11. □

由 (4­44)可知，对给定 𝜖 > 0，错误指数由某个加权 K­L散度的下确界决定。

当我们关注满足 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩̄ (𝜖)的分布 ̄𝑃𝑋𝑌 时，如下引理进一步刻画了该下确界在

小 𝜖条件下的行为，相应结论将用于后续分析中。

引理 4.7： 对定义 4.5所定义的 ̄𝒮1(𝜖)及 𝒩̄ (𝜖)，我们有

− lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)∩𝒩̄ (𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 1

2𝛼̄𝑘(𝑟) . (4­45)

证明 参见附录 B.12。 □

基于引理 4.6及引理 4.7的结论，可将误差指数 Ē𝑘 的解析表达式总结为如下

定理。

定理 4.4： 若 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1，半监督学习样本复杂度对应的误差指数为

Ē𝑘(𝑟) = − lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} = 1

2𝛼̄𝑘(𝑟) . (4­46)
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证明 根据引理 4.6，误差指数 Ē𝑘(𝑟)可写为

Ē𝑘(𝑟) = − lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖}

= lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)∩𝒩̄ (𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] . (4­47)

此外，根据引理 4.7，存在 𝜖0 > 0使得对所有 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)，有

inf
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)∩𝒩̄ (𝜖)

[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] < 𝜖
𝛼̄𝑘(𝑟) .

进一步，注意到对所有 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)⧵𝒩̄ (𝜖)，我们有 [𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] >
𝜖

𝛼̄𝑘(𝑟)。因此，对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)，

inf
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)

[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] =

inf
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)∩𝒩̄ (𝜖)

[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] ,

由此推出

lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)]

= lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)∩𝒩̄ (𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 1

2𝛼̄𝑘(𝑟) . (4­48)

结合 (4­47)及 (4­48)可推出 (4­46)。 □

与有监督学习的情形类似，我们可得到半监督学习中最大相关函数学习的非

渐进样本复杂度，如下所示。

定理 4.5： 对于给定 𝑃𝑋𝑌 及 𝑟 > 0，存在常数 ̄𝜖0 > 0 使得对任意 𝜖 ∈ (0, ̄𝜖0) 及
𝛿 ∈ (0, 1)，若 𝑛 ⩾ 𝑁(𝜖, 𝛿, 𝑟)，我们有

ℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} < 𝛿,

其中

𝑁̄(𝜖, 𝛿, 𝑟) = 4𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 (2|𝒳|(|𝒴| + 1) log 𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 + log 1
𝛿 )

= 2
𝜖Ē𝑘(𝑟) (2|𝒳|(|𝒴| + 1) log 1

2𝜖Ē𝑘(𝑟)
+ log 1

𝛿 ) ,

𝛼̄𝑘(𝑟)由定义 4.4给出。
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证明 参见附录 B.13. □

进一步地，无标签样本对学习最大相关函数的增益可由如下命题刻画。

命题 4.1： 对任意 𝑟 ⩾ 0，由定义 4.4给出的 𝛼̄𝑘(𝑟)为 𝑟的单调非增凸函数且满足

1
1 + 𝑟𝛼̄𝑘(0) ⩽ 𝛼̄𝑘(𝑟) ⩽ 1

1 + 𝑟𝛼̄𝑘(0) + 𝑟
1 + 𝑟𝛼̄𝑘(∞), (4­49)

其中 𝛼̄𝑘(∞)定义为① 𝛼̄𝑘(∞) ≜ lim𝑟→+∞ 𝛼̄𝑘(𝑟)。此外，可验证 𝛼̄𝑘(0) = 𝛼𝑘，其中 𝛼𝑘定

义由定义 4.1给出。

证明 参见附录 B.14。 □

由命题 4.1可知半监督学习中的误差指数 Ē𝑘(𝑟) = [2𝛼̄𝑘(𝑟)]−1 为 𝑟的非减函数，
因此结合无监督数据样本进行最大相关函数训练将获得性能提升。此外，由 (4­49)

的第一个不等式可立即推出

Ē𝑘(𝑟) ⩽ (1 + 𝑟)E𝑘, (4­50)

其中 (1 + 𝑟)E𝑘可解释为将所有 𝑛𝑟个无标签数据样本替换为有标签数据样本时，即
以 𝑛(1 + 𝑟)个有标签样本学习最大相关函数，所对应的样本复杂度。因此 (4­50)中

的上界表明，在一般情况下，有标签数据对估计最大相关函数的贡献比无标签数

据大。但特定情形可取得该上界，意味着无标签数据可以和有标签数据起到相同

的作用，如以下推论所示（对照推论 4.1的结论）。

推论 4.3： 当 𝑑 = |𝒳| ⩽ |𝒴|，𝜎𝑑−1 > 0及 𝑘 = 𝑑 − 1时我们有 𝛼̄𝑘(𝑟) = 𝛼𝑘
1+𝑟 = 𝜎2

1
4(1+𝑟)，

因而

Ē𝑘(𝑟) = (1 + 𝑟)E𝑘 = 2(1 + 𝑟)
𝜎2

1
.

证明 参见附录 B.15。 □

在推论 4.1 及推论 4.3 中，我们研究的是 𝑋 与 𝑌 整体相关结构的学习，即
𝑘 = 𝑑 − 1。在该情况下，学习前 𝑑 − 1个奇异向量𝚽𝑘 = [𝝓1, ⋯ , 𝝓𝑑−1]等价于学习
最后一个奇异向量

𝝓𝑑 = [√𝑃𝑋(1), ⋯ , √𝑃𝑋(𝑑)]
T

.

注意到 𝝓𝑑 仅仅取决于边缘分布 𝑃𝑋，故此时𝑋的无标签样本与 (𝑋, 𝑌 )的有标签样
本对学习最大相关函数贡献相同，因此可取得 (4­50)中的上界。

① 由 𝛼̄𝑘(𝑟)单调非增且有下界 0可知该极限存在。
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4.5.2 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1 的情形

在(4­23)定义的 ℐ𝑘，𝑙及𝚽ℐ𝑘 的基础上，我们进一步定义
̄𝛽(𝑟)如下。

定义 4.6： 给定 𝑟 ⩾ 0，𝚪 ∈ ℝ|𝒴|×|𝒳|及 𝜻 ∈ ℝ|𝒳|，矩阵 J̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)定义为

J̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻) ≜ Ḡ𝑙−1(𝑟) + L̄T(𝑟)LT
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

̄𝝑𝑖𝑗 ̄𝝑T
𝑖𝑗

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
LL̄(𝑟), (4­51)

其中 Ḡ𝑙−1及 L̄(𝑟)的定义由 (4­36)–(4­37)给出，L的定义由 (4­11)给出；对所有 𝑖, 𝑗，
̄𝝑𝑖𝑗 定义为 ̄𝝑𝑖𝑗 ≜ 𝝓𝑗 ⊗ (B̃𝝋̄𝑖) + 𝝋̄𝑖 ⊗ (B̃𝝓𝑗)，其中 𝝋̄𝑖定义为

𝝋̄𝑖 ≜ 𝚽ℐ𝑘𝐮̄𝑖−𝑙+1, 𝑙 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, (4­52)

式中的 𝐮̄1, ⋯ , 𝐮̄𝑘−𝑙+1 ∈ ℝ|ℐ𝑘|对应矩阵𝚽T
ℐ𝑘 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝚽ℐ𝑘 的前 𝑘 − 𝑙 + 1个特征
向量。在此基础上，定义 ̄𝛽𝑘(𝑟)为如下优化问题的最优值：

maximize
𝝇

𝝇TJ̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)𝝇 (4­53a)

subject to ‖𝝇‖2 ⩽ 1, (4­53b)

其中 𝝇 ∈ ℝ|𝒳|(|𝒴|+1)定义为

𝝇 ≜
[
vec(𝚪)
√𝑟𝜻 ]

. (4­54)

基于上述定义，样本复杂度的误差指数可由下述定理给出。

定理 4.6： 若 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1，半监督学习中样本复杂度的误差指数为

Ē𝑘(𝑟) = − lim
𝜖→0+

1
𝜖 lim

𝑛→∞
1
𝑛 logℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖

2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} = 1

2 ̄𝛽𝑘(𝑟)
. (4­55)

证明 参见附录 B.16。 □

注意到因 ̄𝝑𝑖𝑗 取值依赖于 𝚵̄，优化问题 (4­51)中的 J̄𝑘取值将依赖于 𝝇，故与定
理 4.4不同，(4­53)的最优值不能简单写作某个给定矩阵的最大奇异值。然而对给

定的 J̄𝑘，该优化问题可退化为解矩阵 J̄𝑘的最大奇异值。基于此，类似于第 4.4.2节

所介绍的方法,我们可以交替求解 𝝇 及 J̄𝑘的最优值，并将计算过程总结为算法 2。

类似推论 4.2的结论，对特定形式的联合分布我们可以计算得到样本复杂度的

闭式解。
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算法 2定理 4.6中误差指数的计算
1: 输入: 𝑘, 𝑟,及学习率 𝜂
2: 计算 ℐ𝑘, 𝑙,及𝚽ℐ𝑘

3: 随机选择某个满足 ‖𝝇‖2 = 1的 𝝇 ∈ ℝ|𝒳|(|𝒴|+1)

4: repeat

5: 根据 (4­54)计算 𝚪及 𝜻
6: 根据 (4­41)计算 𝚵̄
7: W ← 𝚽T

ℐ𝑘 (B̃
T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝚽ℐ𝑘

8: for 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘 − 𝑙 + 1 do
9: 𝐮̄𝑖 ← W的第 𝑖个特征向量
10: 𝝋̄𝑖+𝑙−1 ← 𝚽ℐ𝑘𝐮̄𝑖

11: end for

12: 根据(4­51)计算 J̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)
13: ̄𝛽𝑘(𝑟) ← 𝝇TJ̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)𝝇
14: 计算矩阵 J̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)最大特征值对应的特征向量 𝐪1, ⋯ , 𝐪𝑠

15: Q ← [𝐪1, ⋯ , 𝐪𝑠]
16: 𝝇 ← 𝝇 + 𝜂QQT𝝇
17: 𝝇 ← 𝝇/‖𝝇‖
18: until ̄𝛽𝑘(𝑟)收敛
19: Ē𝑘(𝑟) ← [2 ̄𝛽𝑘(𝑟)]

−1

20: 输出: Ē𝑘(𝑟).

推论 4.4： 对推论 4.2所构造的联合分布 𝑃𝑋𝑌，其所对应的 B̃矩阵的所有非零奇

异值满足 𝜎1 = 𝜎2 = ⋯ = 𝜎𝑑−1，取值由 (4­28)给出。则对任意 𝑘 ∈ [𝑑 − 1]，我们有
̄𝛽𝑘(𝑟) = 𝜎2

1
4(1+𝑟)，且对应误差指数为

Ē𝑘(𝑟) = 2(1 + 𝑟)
𝜎2

1
.

证明 参见附录 B.17。 □

4.5.3 总成本约束下的最优采样策略

在半监督学习中，虽然有标签数据对学习的贡献比无标签数据大，由于数据

标记引入的成本，获取有标签数据的成本往往要远大于无标签数据。因此，理解

学习任务中采样成本及算法性能的折中对算法设计至关重要。在本节中，我们基

于最大相关函数学习的任务背景开展对该折中关系的研究。

46



第 4章 样本复杂度分析

假设获取单个有标签及无标签样本的成本分别为 Cℓ 及 C𝑢，且采样总预算为

C，则有标签样本数 𝑛ℓ 与无标签样本数 𝑛𝑢 应满足约束 𝑛ℓCℓ + 𝑛𝑢C𝑢 ⩽ C。不失一

般性，这里我们仅考虑 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1的情形。此时根据定理 4.4，利用这些样本估计 𝑘
维最大相关函数的误差指数为 𝜖𝑛ℓ/[2𝛼̄𝑘(𝑟)]，其中 𝑟 = 𝑛𝑢/𝑛ℓ。因此，总采样成本约

束为 C时可达到的最优误差指数为

max
𝑛ℓCℓ+𝑛𝑢C𝑢⩽C

𝜖𝑛ℓ
2𝛼̄𝑘(𝑟) = max

𝑟⩾0
𝜖C

2(Cℓ + 𝑟C𝑢)𝛼̄𝑘(𝑟) ,

由此我们立即得到如下命题。

命题 4.2： 给定采样成本约束 C，使得估计 𝑘维最大相关函数样本复杂度最优的
有标签样本数量 𝑛ℓ与无标签样本数量 𝑛𝑢为

𝑛ℓ = C
Cℓ + 𝑟∗C𝑢

, 𝑛𝑢 = 𝑟∗C
Cℓ + 𝑟∗C𝑢

,

其中

𝑟∗ = argmin
𝑟⩾0

(Cℓ + 𝑟C𝑢)𝛼̄𝑘(𝑟). (4­56)

注意到最优比值 𝑟∗ 取值独立于 C，其含义为考虑采样成本时，无标签样本与有标

签样本对学习任务重要性的相对比值。尽管优化问题 (4­56)既无解析解也非凸优

化问题，我们可以通过数值微分方法 [60] 求得其局部最优值。具体地，𝑟的局部最
优值可通过如下更新准则求解：

𝑟 ← 𝑟 − 𝜂
ℎ [(Cℓ + (𝑟 + ℎ)C𝑢)𝛼̄𝑘(𝑟 + ℎ) − (Cℓ + 𝑟C𝑢)𝛼̄𝑘(𝑟)] ,

其中 ℎ > 0表示计算数值微分的步长取值，𝜂 > 0为梯度下降方法中的学习率。

4.6 仿真结果

在本节中，我们使用数值仿真对前述理论结果进行验证。在仿真实验中，令

|𝒳| = |𝒴| = 4并选取联合分布为

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
8 若 𝑥 = 𝑦
1
24 若 𝑥 ≠ 𝑦.

(4­57)

具体地，我们计算估计 𝑘 = 2维最大相关函数的经验误差指数 (4­7)及 (4­35)，并

与相应的理论结果比较。注意到 (4­57)中的联合分布 𝑃𝑋𝑌 为推论 4.2及推论 4.4所

讨论情况的一个特例,我们可以利用推论得到作为基准的理论值。
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图 4.2 在有监督与半监督场景下，误差指数理论值与仿真值的比较

4.6.1 有监督学习

在本实验中，我们按如下方式采样学习误差 ‖B̃𝚽𝑘‖
2
F−‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F：为采得学习误

差的单个样本，我们首先由 𝑃𝑋𝑌 生成 𝑛 = 106对独立同分布的 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)，并根据这 𝑛对
数据的经验分布 ̂𝑃𝑋𝑌 计算 B̂。紧接着，计算 B̂的奇异向量以得到 ‖B̃𝚽𝑘‖

2
F−‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F

的一个样本。重复这样的采样过程 105次，并基于这 105个样本计算对应的经验错

误概率

𝑝𝑛(𝜖) = ℙ {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} .

在此基础上，可求得经验误差指数

− 1
𝑛𝜖 log 𝑝𝑛(𝜖).

该误差指数与由推论 4.2计算所得理论值的对比如图 4.2所示，从中可看出实验数

据与理论结果两者相吻合。

4.6.2 半监督学习

在半监督学习的实验中，在每次采样学习误差时，我们选取 𝑟 = 1并从 𝑃𝑋𝑌 生

成 𝑛 = 106 个独立同分布的 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)对，再从 𝑃𝑋 生成 𝑚 = 𝑛𝑟 = 106 个独立同分布

的 𝑥𝑗，接着利用 (4­33)从数据经验分布 ̄𝑃𝑋𝑌 中计算矩阵 B̄。重复这样的仿真过程
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105次，并计算学习误差超过 𝜖的经验概率

̄𝑝𝑛,𝑚(𝜖) = ℙ {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} .

在此基础上，可计算得经验误差指数

− 1
𝑛𝜖 log ̄𝑝𝑛,𝑚(𝜖).

图 4.2给出了仿真所得经验误差指数与推论 4.4中对应的理论值的比较，从中可看

出实验结果与理论的一致性。

4.7 本章小结

本章通过对最大相关函数计算误差对应的误差指数的刻画，考察了最大相关

函数计算的样本复杂度。该结果也可视为是神经网络特征提取问题样本复杂度在

局部分析机制下的特例。基于最大相关函数计算的与奇异值分解的本质联系，通

过对矩阵奇异向量的微扰刻画，我们分别给出了有监督学习问题与半监督学习问

题下的误差指数的解析表达式。基于半监督学习误差指数的结果，进一步分析了

有标签样本与无标签样本对训练的贡献，并由此设计了最优的采样机制。本章的

分析结果可用于指导实际学习问题中样本数设计及半监督学习中的最优采样机制

设计。
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第 5章 计算效率与泛化误差最优折中

5.1 本章引言

由上一章的讨论，可得到局部分析机制下神经网络特征提取问题的泛化误差

与样本数的理论关系。然而，受计算与存储资源的限制，该样本复杂度很难在实

践中达到。由于实际数据往往具有高维及连续的属性，对应相当大的字母集，因

此直接计算经验分布开销巨大。为在实际数据中完成该计算过程，通常做法是在

每次计算中只使用一个小批量的训练集，通过随机梯度下降方法更新参数，以借

助神经网络框架间接完成条件期望操作。由于样本具有随机性，随机梯度下降的

超参数 (如学习率等)的选择将直接影响算法的计算效率与最终的泛化误差。本章

考察计算效率与泛化误差满足的折中关系，并进一步刻画随机梯度下降算法中的

超参数选择对泛化误差的影响。

本章具体内容安排如下：首先，第 5.2节中介绍了鲁棒条件期望算法，作为神

经网络随机梯度下降方法的抽象模型，并基于该算法建立了最大相关函数计算过

程中渐进泛化误差与计算效率的折中关系，以及该关系在理解残差神经网络结构

中的应用。在此基础上，第 5.3节将结论推广到一般的特征问题求解中，对应于经

典的 Oja算法的分析。具体地，第 5.3节研究了 Oja算法在大样本小学习率机制下

的最优学习率选择，并讨论了小批量大小 (Minibatch Size)对泛化误差的影响。接

着，第 5.4节介绍了仿真实验的结果，以检验前述理论。最后，第 5.5节对全章内

容作了小节。

5.2 鲁棒交替条件期望算法分析

首先，我们介绍求解定义 2.4中最大相关函数的鲁棒交替条件期望算法，其可

视为是对训练深度神经网络的梯度下降法在局部分析机制下的简化模型。为便于

讨论，本章仅讨论 𝑘 = 1的情形，即一维最大相关函数求解。

5.2.1 鲁棒交替条件期望算法

当 𝑘 = 1时，交替条件期望算法(3­11)可表示为

i) 𝝓 ← B̃T𝝍

ii) 𝝍 ← B̃𝝓
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其将收敛至 |𝒴| × |𝒳|维典型相关矩阵 B̃ (参考定义 2.3)的最大奇异值对应的奇异

向量。若只关注 𝝓 的取值，则更新规则可表示为 𝝓 ← B̃TB̃𝝓，或等价地表示为
𝑓(𝑋) ← 𝔼 [𝔼 [𝑓(𝑋)|𝑌 ] |𝑋]。在实际应用中，由于样本数十分有限，条件期望难以
精确地计算，从而直接影响计算结果。为增强结果的鲁棒性，定义鲁棒交替条件

期望算法 [61]如下：

𝝓𝑛 = (I + 𝜂B̃TB̃)𝝓𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, ⋯ (5­1)

其中 I为 |𝒳|阶单位阵，𝜂 > 0为学习率，𝝓𝑛为第 𝑛次迭代所得输出。该算法可视为
流式主成分分析 (Streaming Principal Component Analysis, Streaming PCA) [18­21] 中

所用的 Oja算法 [32]的一个特例。引入条件期望计算的误差后，(5­1)可写为

𝝓𝑛 = (I + 𝜂B̃TB̃)𝝓𝑛−1 + 𝜂‖B̃TB̃𝝓𝑛−1‖𝝃𝑛−1, ∀ 𝑛, (5­2)

其中假设误差项 ‖B̃TB̃𝝓𝑛−1‖𝝃𝑛−1幅度正比于真值 B̃TB̃𝝓𝑛−1的幅度。同时，假设对

所有 𝑛, 𝝃𝑛均与 𝝓0独立，所有的 𝝃𝑛也相互独立且满足 𝚲𝝃𝑛 = 𝚲𝝃。由第 3章的分析

结果，可将 (5­2)视作深度神经网络训练中随机梯度下降的简化模型，其中噪声源

于训练样本的随机性。

记 B̃奇异值为 𝜎1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜎𝑚 = 0，其中 𝑚 ≜ |𝒳|，且将对应右奇异向量分别记
为 𝐯1, ⋯ , 𝐯𝑚。则 B̃TB̃的特征值与特征向量分别为 𝜎2

𝑖 与 𝐯𝑖，𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚。接下来，
考察对给定初始向量 𝝓0，由 (5­2)计算所得 𝝓𝑛如何逼近目标向量 𝐯1。为此定义性

能度量 𝜈(𝝓𝑛)及 ̄𝜈𝑛(𝝓0)如下：

𝜈(𝝓𝑛) ≜ ⟨𝝓𝑛, 𝐯1⟩2

‖𝝓𝑛‖2 , ̄𝜈𝑛(𝝓0) ≜
𝔼 [⟨𝝓𝑛, 𝐯1⟩2|𝝓0]

𝔼 [‖𝝓𝑛‖2|𝝓0]
, (5­3)

其中 𝜈(𝝓𝑛)反映了 𝝓𝑛 与 𝐯1 间的夹角，而 ̄𝜈𝑛(𝝓0)可视为对 𝜈(𝝓𝑛)的平均值。此外，
定义 𝜌(𝝓𝑛)及 ̄𝜌𝑛(𝝓0)为

𝜌(𝝓𝑛) = ‖B̃𝝓𝑛‖2

‖𝝓𝑛‖2 , ̄𝜌𝑛(𝝓0) =
𝔼[‖B̃𝝓𝑛‖2|𝝓0]
𝔼 [‖𝝓𝑛‖2|𝝓0]

. (5­4)

注意到这里的 𝜌(𝝓𝑛)对应于单边 H评分函数，因此其分析可直接应用于神经网络

泛化误差的分析。

在接下来的分析中，将引入记号如下：𝝈 ≜ (𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑚)T, 𝚺 ≜ diag(𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑚)，
𝒱 ≜ [𝐯1, ⋯ , 𝐯𝑚]，[𝑚] ≜ {1, ⋯ , 𝑚}。此外，令 𝟏 ∈ ℝ𝑚 表示所有元素均为 1 的向

量，并将 ℝ𝑚 中第 𝑖 个标准基向量记为 𝐞𝑖；令 ∘ 表示矩阵间 Hadamard 积，且对

𝜶 = (𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚)T，令 𝜶∘𝑘 ≜ (𝛼𝑘
1 , ⋯ , 𝛼𝑘

𝑚)T表示 𝜶的 𝑘次 Hadamard幂。

51



第 5章 计算效率与泛化误差最优折中

此外，定义向量 𝝉 = (𝜏1, ⋯ , 𝜏𝑚)T使 𝜏𝑖 ≜ 𝐯T𝑖 𝚲𝝃𝐯𝑖，以及

G ≜ (I + 𝜂𝚺2)2 + 𝜂2𝝉(𝝈∘4)T. (5­5)

5.2.2 最优折中关系

为简化分析过程，我们引入假设 𝜎1 > 𝜎2。为分析 (5­3)及 (5­4)中的 ̄𝜈𝑛(𝝓0)及
̄𝜌𝑛(𝝓0)，首先介绍如下引理。

引理 5.1： 给定 𝑚 × 𝑚对角阵 D及 𝑚维向量 𝐮, 𝐯 (‖𝐮‖, ‖𝐯‖ > 0),设其元素分别为
𝐷𝑖𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚，则矩阵 D + 𝐮𝐯T 特征值 𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑚 所构成集合为可表示为

𝒮1 ∪ 𝒮2，其中

𝒮1 ≜
{

𝜆∶
𝑚

∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝜆 − 𝐷𝑖𝑖

= 1
}

,

𝒮2 ≜ {𝐷𝑖𝑖 ∶ 𝑖 ∈ [𝑚]∶ (𝑢𝑖𝑣𝑖 = 0) or (∃𝑗 ≠ 𝑖, 𝐷𝑗𝑗 = 𝐷𝑖𝑖)}，且任一元素 𝜆 ∈ 𝒮1 ⧵ 𝒮2 均

为 D + 𝐮𝐯T 的单特征值，对应于特征向量 (𝜆I − D)−1𝐮。此外，令 ℐ𝜆 ≜ {𝑖 ∈ [𝑚] ∶
𝐷𝑖𝑖 = 𝜆} 为 D 对角元中取值重复的元素所对应的下标集，则 D + 𝐮𝐯T 可对角化
若其满足 (i) 𝒮1 ∩ 𝒮2 = ∅，以及 (ii) 对任意 𝜆 ∈ 𝒮2，命题 ∑𝑖∈ℐ𝜆

𝑢𝑖𝑣𝑖 ≠ 0 及命题

(∑𝑖∈ℐ𝜆
𝑢2

𝑖 ) ⋅ (∑𝑖∈ℐ𝜆
𝑣2

𝑖 ) = 0中至少一个成立。

证明 参见附录 C.1。 □

̄𝜈𝑛(𝝓0)与 ̄𝜌𝑛(𝝓0)的渐进性质可由如下定理给出。

定理 5.1： 给定初始向量 𝝓0，对 (5­2)进行 𝑛次迭代后，由 (5­3)及 (5­4)定义的平

均准确度 ̄𝜈𝑛(𝝓0)及 ̄𝜌𝑛(𝝓0)可表示为

̄𝜈𝑛(𝝓0) =
𝐞T1G

𝑛 ̃𝝓∘2
0

𝟏TG𝑛 ̃𝝓∘2
0

, ̄𝜌𝑛(𝝓0) =
(𝝈∘2)TG𝑛 ̃𝝓∘2

0
𝟏TG𝑛 ̃𝝓∘2

0
, (5­6)

其中 G定义由 (5­5)给出。此外， ̄𝜈𝑛(𝝓0)及 ̄𝜌𝑛(𝝓0)分别线性收敛到

̄𝜈∞ = 𝜏1
𝜆1 − (1 + 𝜂𝜎2

1)2
⋅

(

𝑚

∑
𝑖=1

𝜏𝑖
𝜆1 − (1 + 𝜂𝜎2

𝑖 )2 )

−1

及

̄𝜌∞ =
(

𝑚

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖 𝜏𝑖

𝜆1 − (1 + 𝜂𝜎2
𝑖 )2 )

⋅
(

𝑚

∑
𝑖=1

𝜏𝑖
𝜆1 − (1 + 𝜂𝜎2

𝑖 )2 )

−1

,
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且收敛率均为 𝑟 = 𝜆2/𝜆1，其中 ̃𝝓0 ≜ VT𝝓0且 𝜆1, 𝜆2分别为方程

𝑚

∑
𝑖=1

𝜂2𝜎4
𝑖 𝜏𝑖

𝜆 − (1 + 𝜂𝜎2
𝑖 )2

= 1. (5­7)

的最大根及次大根。

证明 令 ̃𝝓𝑛 ≜ VT𝝓𝑛, ̃𝝃𝑛 ≜ VT𝝃𝑛，则易知 𝔼[ ̃𝝃∘2
𝑛 ] = 𝝉 , ‖B̃𝝓𝑛‖2 = ‖𝚺 ̃𝝓𝑛‖2 = (𝝈∘2)T ̃𝝓∘2

𝑛 ，

‖B̃TB̃𝝓𝑛‖2 = ‖𝚺2 ̃𝝓𝑛‖2 = (𝝈∘4)T ̃𝝓∘2
𝑛 。于是 (5­2)可表示为

̃𝝓𝑛 = (I + 𝜂𝚺2) ̃𝝓𝑛−1 + 𝜂‖𝚺2 ̃𝝓𝑛−1‖ ̃𝝃𝑛−1, (5­8)

故有

̃𝝓∘2
𝑛 = (I + 𝜂𝚺2)2 ̃𝝓∘2

𝑛−1 + 𝜂2((𝝈∘4)T ̃𝝓∘2
𝑖 ) ̃𝝃∘2

𝑛−1 + 2𝜂‖𝚺2 ̃𝝓𝑛−1‖(I + 𝜂𝚺2)( ̃𝝓𝑛−1 ∘ ̃𝝃𝑛−1).

取条件在 𝝓0的条件期望，由诸 𝝃𝑛独立的假设可得

𝔼[ ̃𝝓∘2
𝑛 |𝝓0] = [(I + 𝜂𝚺2)2 + 𝜂2𝔼[ ̃𝝃∘2

𝑛−1](𝝈∘4)T]𝔼[ ̃𝝓∘2
𝑛−1|𝝓0]

= G𝔼[ ̃𝝓∘2
𝑛−1|𝝓0] = G𝑛 ̃𝝓∘2

0 ,

故有

̄𝜈𝑛(𝝓0) = 𝔼[⟨𝝓𝑛, 𝐯1⟩2|𝝓0]
𝔼[‖𝝓𝑛‖2|𝝓0]

=
𝐞T1 𝔼[ ̃𝝓∘2

𝑛 |𝝓0]
𝟏T𝔼[ ̃𝝓∘2

𝑛 |𝝓0]
=

𝐞T1G
𝑛 ̃𝝓∘2

0
𝟏TG𝑛 ̃𝝓∘2

0
,

̄𝜌𝑛(𝝓0) = 𝔼[‖B̃𝝓𝑛‖2|𝝓0]
𝔼[‖𝝓𝑛‖2|𝝓0]

= (𝝈∘2)T𝔼[ ̃𝝓∘2
𝑛 |𝝓0]

𝟏T𝔼[ ̃𝝓∘2
𝑛 |𝝓0]

=
(𝝈∘2)TG𝑛 ̃𝝓∘2

0
𝟏TG𝑛 ̃𝝓∘2

0
.

为推导 ̄𝜈𝑛(𝝓0)及 ̄𝜌𝑛(𝝓0)的收敛结果，首先考察G的特征值分解。由引理 5.1知，

G的所有特征值由 𝒮1 ∪ 𝒮2给出，其中 𝒮1由 (5­7)的根构成，且 𝒮2 = {(1 + 𝜂𝜎2
𝑖+1) ∶

𝑖 ∈ [𝑚 − 1], (𝜎𝑖 = 𝜎𝑖+1) ∨ (𝜎𝑖 = 0)}，从而有 𝒮1 ∩ 𝒮2 = ∅。注意到若∑𝑖∈ℐ𝜆
𝜎4

𝑖 𝜏𝑖 = 0，
有 𝜆 = 1及∑𝑖∈ℐ𝜆

(𝜎4
𝑖 )2 = 0成立，从而根据引理 5.1结果知 G可对角化。此外，由

𝒮1 ∪ 𝒮2 ⊂ ℝ知 G所有特征值均为实数，可记为 𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜆𝑚 = 1，从而 G的

特征值分解可表示为 G = Q𝚲Q−1，其中 𝚲 = diag{𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑚}。
令 ̂𝜆1, ̂𝜆2分别为集合 𝒮1的最大元及次大元，则有

̂𝜆1 > (1 + 𝜂𝜎2
1)2 > ̂𝜆2 > (1 + 𝜂𝜎2

2)2 ⩾ max𝒮2, (5­9)
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故 ̂𝜆1 = 𝜆1, ̂𝜆2 = 𝜆2。由于 𝜆1 ∈ 𝒮1 = 𝒮1 ⧵ 𝒮2，根据引理 5.1可知 𝜆1为单特征值，对

应特征向量

𝐪1 ≜ Q𝐞1 = (𝜆1I − (I + 𝜂𝚺2)2)−1𝝉. (5­10)

由此可得

lim
𝑛→∞

(𝜆−1
1 G)𝑛 = Q ⋅ lim

𝑛→∞
(𝜆−1

1 𝚲)𝑛 ⋅ Q−1

= Q𝐞1𝐞T1Q
−1 = 𝐪1𝐞T1Q

−1,

故有

̄𝜈∞ = lim
𝑛→∞

̄𝜈𝑛(𝝓0) = lim
𝑛→∞

𝐞T1 (𝜆−1
1 G)𝑛 ̃𝝓∘2

0
𝟏T(𝜆−1

1 G)𝑛 ̃𝝓∘2
0

=
𝐞T1 𝐪1
𝟏T𝐪1

.

同理可得

̄𝜌∞ = ⟨𝝈∘2, 𝐪1⟩
⟨𝟏, 𝐪1⟩ .

在推导中，我们使用了假设 𝐞T1Q
−1 ̃𝝓∘2

0 ≠ 0。从而 ̄𝜈∞与 ̄𝜌∞的结果可由 (5­10)推出。

最后，注意到 𝜆1, 𝜆2 分别为 G最大及次大的特征值，收敛率的结论可从 (5­6)

中推出。 □

进一步，考虑小学习率机制，即学习率 𝜂 远小于 1的情况，对应机器学习问

题中的常见设定。该机制下， ̄𝜈∞与 ̄𝜌∞可进一步表示成 𝜂的一阶展开，如下所示。

定理 5.2： 在小学习率机制下，有

̄𝜈∞ = 1 −
𝜂𝜎4

1
2

𝑚

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎2

1 − 𝜎2
𝑖

+ 𝑜(𝜂), (5­11)

̄𝜌∞ = 𝜎2
1 −

𝜂𝜎4
1

2

𝑚

∑
𝑖=2

𝜏𝑖 + 𝑜(𝜂), (5­12)

𝑟 = 1 − 2𝜂(𝜎2
1 − 𝜎2

2) + 𝑜(𝜂). (5­13)

证明 考察 𝜆1(𝜂)在 𝜂 → 0时的极限行为。对任意 𝑖 > 1，由于 𝜆1(𝜂) > (1 + 𝜂𝜎2
1)2,有

0 < 𝜂2

𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
𝑖 )2

< 𝜂2

(1 + 𝜂𝜎2
1)2 − (1 + 𝜂𝜎2

𝑖 )2
= 1

𝜎2
1 − 𝜎2

𝑖
⋅ 𝜂

2 + 𝜂(𝜎2
1 + 𝜎2

𝑖 )
,
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从而根据夹逼定理有

lim
𝜂→0

𝜂2

𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
𝑖 )2

= 0, 𝑖 > 1.

故从 (5­7)推出

lim
𝜂→0

𝜂2𝜎4
1𝜏1

𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
1)2

= 1,

从而

𝜆1(𝜂) = (1 + 𝜂𝜎2
1)2 + 𝜂2𝜎4

1𝜏1 + 𝑜(𝜂2). (5­14)

由此可得

𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
1)2

𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
𝑖 )2

=
𝜂𝜎4

1𝜏1

2(𝜎2
1 − 𝜎2

𝑖 )
+ 𝑜(𝜂), 𝑖 > 1,

故

̄𝜈∞ = 𝜏1
𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2

1)2
⋅

(

𝑚

∑
𝑖=1

𝜏𝑖
𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2

𝑖 )2 )

−1

=
(

1 +
𝑚

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜏1

⋅
𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2

1)2

𝜆1(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
𝑖 )2 )

−1

= 1 −
𝜂𝜎4

1
2

𝑚

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎2

1 − 𝜎2
𝑖

+ 𝑜(𝜂).

同法可得 ̄𝜌∞表达式。

最后，为考察小学习率机制下收敛率 𝑟的行为，注意到由 (5­7)及 (5­9)有

1 =
𝑚

∑
𝑖=1

𝜂2𝜎4
𝑖 𝜏𝑖

𝜆2(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
𝑖 )2

⩽ 𝜂2

𝜆2(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
2)2

𝑚

∑
𝑖=2

𝜎4
𝑖 𝜏𝑖,

从而

0 < 𝜆2(𝜂) − (1 + 𝜂𝜎2
2)2 ⩽ 𝜂2

𝑚

∑
𝑖=2

𝜎4
𝑖 𝜏𝑖.

因此可得 𝜆2(𝜂) = 1 + 2𝜂𝜎2
2 + 𝑜(𝜂)以及

𝑟 = 𝜆2(𝜂)
𝜆1(𝜂) =

1 + 2𝜂𝜎2
2 + 𝑜(𝜂)

1 + 2𝜂𝜎2
1 + 𝑜(𝜂)

= 1 − 2𝜂(𝜎2
1 − 𝜎2

2) + 𝑜(𝜂). □
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注释 5.1： 定理 5.2 实质上阐释了计算准确率、收敛率间的折中关系。注意到

由(5­11)–(5­13)，当 𝜂 → 0 时，计算准确率 ̄𝜈∞ 及 ̄𝜌∞ 分别线性地趋于最优值 1
以及 𝜎2

1 ,而共同的收敛率 𝑟趋于 1。因此，该折中关系受 𝜂线性控制，可表示为

̄𝜈∞ = 1 −
̄𝑟 ⋅ 𝜎4

1
4(𝜎2

1 − 𝜎2
2)

𝑚

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎2

1 − 𝜎2
𝑖

+ 𝑜( ̄𝑟),

̄𝜌∞ = 𝜎2
1 −

̄𝑟 ⋅ 𝜎4
1

4(𝜎2
1 − 𝜎2

2)

𝑚

∑
𝑖=2

𝜏𝑖 + 𝑜( ̄𝑟),

其中 ̄𝑟 ≜ 1 − 𝑟。

此外，关于 𝝓𝑛的收敛性质，我们有如下概率层面的刻画。

定理 5.3： 给定初始向量 𝝓0，存在正常数 𝜂0 及 𝑐，使得对任意 𝜂 < 𝜂0 及 𝑛 =
1

𝜎2
1−𝜎2

2
⋅ 1

𝜂 log
1
𝜂，𝜈(𝝓𝑛)与 𝜌(𝝓𝑛)满足

ℙ {𝜈(𝝓𝑛) > 1 − 𝑐
𝜈(𝝓0) ⋅ 𝜂

𝛿 log 1
𝜂 } > 1 − 𝛿, (5­15)

以及

ℙ
{

𝜌(𝝓𝑛) > 𝜎2
1 −

𝑐𝜎2
1

𝜈(𝝓0) ⋅ 𝜂
𝛿 log 1

𝜂 }
> 1 − 𝛿. (5­16)

证明 参见附录 C.2。 □

注释 5.2： 为方便表述，本节推导中假设了𝑋为离散随机变量，但相应的结论很容
易推广到连续随机变量的情形。具体地，只需将矩阵乘法操作 B̃TB̃𝝓替代为线性算
子𝐵 ∶ ℱ ↦ ℱ，其中ℱ为𝑋的Borel可测函数构成的集合，𝐵(𝑓) = 𝔼[𝔼[𝑓(𝑋)|𝑌 ]|𝑋]，
并将噪声的协方差矩阵 𝚲𝝃 替代为相应的功率谱密度函数。

5.2.3 应用—残差学习理论解释

除 ACE算法外，最大相关函数 𝑓 ∗(𝑥)也可直接由神经网络计算。具体地，设 𝑥
为网络输入，𝑓(𝑥)为输出，训练网络参数以最大化 𝜌(𝝓) [参见 (5­4)]①，其中 𝝓 ↔ 𝑓
为对应的信息向量 (可参考定义 2.1)。在众多的网络结构设计中，实践证明带残差

学习结构的网络 (如 ResNet [4])可高效地训练到所需最优特征。具体地，图 5.1给

① 对给定训练样本 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)，𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘，𝜌(𝝓)表达式中的 ‖𝝓‖2及 ‖B̃𝝓‖2分别可由 1
𝑘 ∑𝑘

𝑖=1 𝑓 2(𝑥𝑖)及 1
𝑘 ∑𝑘

𝑖=1 ℎ2(𝑦𝑖)
计算得到，其中对所有 𝑦 ∈ 𝒴，ℎ(𝑦) = ∑𝑘

𝑖=1 𝑓(𝑥𝑖)1{𝑦𝑖 = 𝑦}/ ∑𝑘
𝑖=1 1{𝑦𝑖 = 𝑦}。从而可利用训练样本优化网络

参数以最大化 𝜌(𝝓𝑛)。
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𝐹1(𝑥; 𝜗) + ⋯ 𝐹𝑛(𝑥; 𝜗) + ⋯
𝑓1(𝑥) 𝑓𝑛(𝑥)𝑓0(𝑥) 𝑓𝑛−1(𝑥)

图 5.1 多层残差网络结构，其中第 𝑛 个模块的输出为前一模块的输出及参数化函数族
𝐹𝑛(𝑥; 𝜗)的和。

出了多层残差学习的结构，其中每一模块包括相应的参数化函数族及前一模块输

出的直连，每一模块通过优化参数化函数族中的参数使得模块输出可帮助后续模

块学习所需特征。当模块输出特征给定时，对应参数化函数族实际学习的是该输

出特征与上一层输出之间的残差。

为研究残差学习在逼近目标函数中的作用，这里考虑一种特殊的参数优化策

略：每个模块均优化参数使得相应的 𝜌(𝝓𝑛)最大化。相较于联合优化所有参数使得
最终输出所对应的 𝜌(⋅)取值最大化的做法，该策略可视为分布式局部优化。如此，
可建立鲁棒交替条件期望算法 (5­1)与残差学习的联系如下。

命题 5.1： 给定输入向量𝝓及某个较小的 𝛿 > 0，在 ‖ ̂𝝓‖ ⩽ 𝛿约束下①使得 𝜌(𝝓+ ̂𝝓)
最大化的 ̂𝝓为

argmax
‖ ̂𝝓‖⩽𝛿

𝜌(𝝓 + ̂𝝓) = 𝛿 ⋅ B̃TB̃𝝓 − 𝜌(𝝓) ⋅ 𝝓
‖B̃TB̃𝝓 − 𝜌(𝝓) ⋅ 𝝓‖

+ 𝑜(𝛿). (5­17)

证明 由于 ‖ ̂𝝓‖ ⩽ 𝛿，可将 𝜌(𝝓 + ̂𝝓)近似为对应的一阶 Taylor展开

𝜌(𝝓 + ̂𝝓) = 𝜌(𝝓) + ⟨𝛁𝜌(𝝓), ̂𝝓⟩ + 𝑜(𝛿)

= 𝜌(𝝓) + 2
‖𝝓‖2 ⟨B̃TB̃𝝓 − 𝜌(𝝓) ⋅ 𝝓, ̂𝝓⟩ + 𝑜(𝛿),

故最大化 𝜌(𝝓 + ̂𝝓)的 ̂𝝓平行于 B̃TB̃𝝓 − 𝜌(𝝓) ⋅ 𝝓，从而得 (5­17)。 □

注意到由 (5­17)，最优输出 𝝓 + ̂𝝓在进行合适的线性缩放并忽略 𝑜(𝛿)项之后可表
示为 (I + 𝜂B̃TB̃)𝝓，其中 𝜂 为标量。该结果建立了残差学习与迭代过程 (5­1)的联

系。若进一步假设 𝑌 为二元随机变量，则最大相关函数 𝑓 ∗(𝑋)正比于 (𝑃𝑋|𝑌 =0(𝑥) −
𝑃𝑋(𝑥))/𝑃𝑋(𝑥)，从而残差模块学习的目标为二元假设检验问题中基于 𝑋 推断 𝑌 的
似然函数。在该条件下，可不借助 𝛿很小的约束直接建立残差学习与迭代算法 (5­1)

的联系，如下所述。

① 𝛿 较小的约束实质上限制每个参数化函数族只能学习到最优特征的一小部分信息，即残差网络中每个模
块只需逼近目标特征的某一部分，并使得最终输出接近目标特征。
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命题 5.2： 设 |𝒴| = 2，对给定输入 𝝓及 𝛿 > 0，在约束 ‖ ̂𝝓‖ ⩽ 𝛿下最大化 𝜌(𝝓 + ̂𝝓)
的 ̂𝝓为

argmax
‖ ̂𝝓‖⩽𝛿

𝜌(𝝓 + ̂𝝓) = 𝛿 ⋅ B̃TB̃𝝓 − 𝛼(𝛿) ⋅ 𝝓
‖B̃TB̃𝝓 − 𝛼(𝛿) ⋅ 𝝓‖

, (5­18)

其中 𝛼(𝛿)为某一依赖于 𝛿的标量。

证明 当 |𝒴| = 2时，矩阵 B̃TB̃秩为 1，因此对任意 𝝓，B̃TB̃𝝓均平行于 𝐯1，其中 𝐯1

表示 B̃TB̃的最大特征值对应的特征向量。由 Lagrange乘子法可知最优 ̂𝝓满足

𝟎 = ∂
∂ ̂𝝓 (𝜌(𝝓 + ̂𝝓) − 𝛼 (‖ ̂𝝓‖2 − 𝛿2))

= 2
‖𝝓 + ̂𝝓‖2 (B̃

TB̃(𝝓 + ̂𝝓) − 𝜌(𝝓 + ̂𝝓) ⋅ (𝝓 + ̂𝝓)) − 2𝛼 ̂𝝓

= 2
‖𝝓 + ̂𝝓‖2 (𝑎 ⋅ 𝐯1 − 𝜌(𝝓 + ̂𝝓) ⋅ (𝝓 + ̂𝝓)) − 2𝛼 ̂𝝓, (5­19)

其中 𝑎与 𝛼均为标量。因 B̃TB̃𝝓平行于 𝐯1，由 (5­19)可知最优的 ̂𝝓平行于 B̃TB̃𝝓 −
𝛼(𝛿) ⋅ 𝝓，其中 𝛼(𝛿)为与 𝛿相关的标量。 □

根据命题 5.1 与命题 5.2，可利用第 5.2.2 节的结论对残差学习及相应的多模

块结构的作用进行初步的理论解释。为此，注意到在图 5.1所示的每一个残差模块

中，参数化函数族将学习到最大相关函数的一小部分，对应于 (5­2)中较小的学习

率 𝜂，相应的逼近误差对应于 (5­2)中的噪声项。由定理 5.2可知小学习率将有助

于提高逼近最大相关函数的准确度，但相应的收敛速度也将减慢。因此，为达到

这样的准确度，算法 (5­2)将需要较多的迭代次数，对应于残差学习中的多个残差

模块。为达到较好的学习效果，实践中的残差学习 (例如 ResNet)大多基于深层神

经网络。

5.3 Oja算法分析

本节对上一节针对最大相关函数计算的结论推广至一般特征问题，并进一步

考察相应的求解特征向量的算法——Oja算法的相应性质 [62]。

5.3.1 问题构建

具体地，设 A ∈ ℝ𝑑×𝑑 为半正定矩阵，且特征值分解为 A = V𝚺VT，其中 𝑑 为
A的维度，且 V = [𝐯1, ⋯ , 𝐯𝑑]及 𝚺 = diag(𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑑) (𝜎1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜎𝑑)分别为 A的

特征向量与特征值。于是，用于计算 A第一个特征向量的 Oja算法 [32]可表示为算
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算法 3含噪声项 𝜻𝑛的 Oja算法 [32]

1: 输入: 𝝓0.

2: for 𝑛 = 1 to 𝑁 do

3: 𝝍𝑛 ← A𝝓𝑛−1 + 𝜻𝑛

4: 𝝓𝑛 ← 𝝓𝑛−1 + 𝜂𝝍𝑛

5: end for

6: 输出: 𝝓𝑁 /‖𝝓𝑁‖.

法 3,其中 𝜂 > 0为学习率，且 𝜻𝑛表示第 𝑛轮中 A𝝓𝑛−1的估计噪声。进一步，这里

假设 𝜂不随 𝑛变化，且每轮计算均基于新的样本，因此总迭代次数𝑁 等于总样本
数。此外，假设噪声 𝜻𝑛可表示为

𝜻𝑛 = Z𝑛𝝓𝑛−1 (5­20)

的形式，其中诸 Z𝑛 为 𝑑 × 𝑑 矩阵，用于表示数据样本中的独立同分布噪声。具体
地，设所有 Z𝑛 均与随机矩阵 Z同分布，且 Z所有元素均值均为零、方差为有限

值。作为该模型的一个重要实例，下面对流式主成分分析进行简单介绍。

例 5.1 (流式主成分分析)： 给定零均值随机向量 𝐱 ∈ ℝ𝑑 独立同分布的样本流

𝐱1, ⋯ , 𝐱𝑁，则 𝐱的主成分可由如下更新规则计算：

𝝓𝑛 ← 𝝓𝑛−1 + 𝜂⟨𝝓𝑛−1, 𝐱𝑛⟩𝐱𝑛,

其对应于算法 3中 A = cov(𝐱)、Z𝑛 = 𝐱𝑛𝐱T𝑛 − A的情况。

首先将算法 3的计算结果等价表示为①

𝝓𝑛 = (I + 𝜂A)𝝓𝑛−1 + 𝜂𝜻𝑛, 𝑛 = 1, ⋯ , 𝑁, (5­21)

以便于后续理论推导。与第 5.2节中类似，这里考察给定 𝝓0，𝝓𝑛逼近最优值 𝐯1的

行为。同样地，这里定义性能度量

𝜈(𝝓𝑛) ≜ ⟨𝝓𝑛, 𝐯1⟩2

‖𝝓𝑛‖2 , 𝜌(𝝓𝑛) ≜ 𝝓T
𝑛A𝝓𝑛

‖𝝓𝑛‖2 , (5­22)

其中 𝜌(𝝓𝑛)为 Rayleigh商 [63]。注意到 𝜈(𝝓𝑛)及 𝜌(𝝓𝑛)可视为对泛化性能的度量，从
而相应的泛化误差可使用

𝜈c(𝝓𝑛) ≜ 𝜈(𝐯1) − 𝜈(𝝓𝑛) = 1 − 𝜈(𝝓𝑛) = sin2(𝝓𝑛, 𝐯1)

① 因主成分计算由算法 3而非该等价表达式完成，故计算成本保持不变。
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𝜌c(𝝓𝑛) ≜ 𝜌(𝐯1) − 𝜌(𝝓𝑛) = 𝜎1 − 𝜌(𝝓𝑛)

进行刻画。此外，定义平均意义下的性能度量

̄𝜈𝑛(𝝓0) ≜ 𝔼[⟨𝝓𝑛, 𝐯1⟩2|𝝓0]
𝔼[‖𝝓𝑛‖2|𝝓0]

, ̄𝜌𝑛(𝝓0) ≜ 𝔼[𝝓T
𝑛A𝝓𝑛|𝝓0]

𝔼[‖𝝓𝑛‖2|𝝓0]
, (5­23)

或等价地描述为平均泛化误差与其最优值的间隙

̄𝜈c𝑛(𝝓0) ≜ ̄𝜈𝑛(𝐯1) − ̄𝜈𝑛(𝝓0) = 1 − ̄𝜈𝑛(𝝓0) (5­24a)

̄𝜌c
𝑛 (𝝓0) ≜ ̄𝜌𝑛(𝐯1) − ̄𝜌𝑛(𝝓0) = 𝜎1 − ̄𝜌𝑛(𝝓0). (5­24b)

为便于表述结果，进一步引入定义如下： ̃𝑑 ≜ 𝑑(𝑑 + 1)/2；令 I ̃𝑑 表示 ̃𝑑 阶单位
阵，并记其 [𝑖 + (𝑗 − 1)𝑗/2]列为 𝐞𝑖𝑗；定义 ̃𝑑 × ̃𝑑 维矩阵 G为

G ≜ I ̃𝑑 + 𝜂𝚺1 + 𝜂2(𝚺2 + L), (5­25)

其中：𝚺1与 𝚺2均为 ̃𝑑 × ̃𝑑阶对角阵，且其第 [𝑖 + (𝑗 − 1)𝑗/2]个对角元分别为 𝜎𝑖 + 𝜎𝑗

及 𝜎𝑖𝜎𝑗；L为 ̃𝑑 × ̃𝑑阶矩阵且其第 [𝑖 + (𝑗 − 1)𝑗/2]行、第 [𝑖′ + (𝑗′ − 1)𝑗′/2]列元素为

𝐿𝑖𝑗,𝑖′𝑗′ ≜ 𝔼 [tr{V𝑖𝑗ZV𝑖′𝑗′ZT
}] , (5­26)

其中对任意 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑，有

V𝑖𝑗 ≜
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐯𝑖𝐯T𝑖 , if 𝑖 = 𝑗
1

√2
(𝐯𝑖𝐯T𝑗 + 𝐯𝑗𝐯T𝑖 ), if 𝑖 < 𝑗

. (5­27)

此外，记

𝜏𝑖 ≜ 𝐿𝑖𝑖,11 = 𝔼[(𝐯T𝑖 Z𝐯1)2] 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑. (5­28)

5.3.2 泛化误差与最优学习率

在接下来的分析中，假设对任意 𝑖 < 𝑗 以及 𝑖′ < 𝑗′，有 (i) 𝜎𝑖 > 𝜎𝑗 , 以及 (ii)

𝜎𝑖 + 𝜎𝑗 = 𝜎𝑖′ + 𝜎𝑗′ 当且仅当 𝑖 = 𝑖′, 𝑗 = 𝑗′。另外，设 Oja 算法的输入 𝝓0 满足

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 > 0，以避免退化到平凡的情形。
我们首先对 (5­23)所定义的期望的泛化能力 ̄𝜈𝑛(𝝓0)即 ̄𝜌𝑛(𝝓0)进行刻画。根据

‖𝝓𝑛‖2 =
𝑑

∑
𝑖=1

⟨𝝓𝑛, 𝐯𝑖⟩2 以及 𝝓T
𝑛A𝝓𝑛 =

𝑑

∑
𝑖=1

𝜎𝑖⟨𝝓𝑛, 𝐯𝑖⟩2,
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可将 (5­23)表达为

̄𝜈𝑛(𝝓0) = 𝜋(1)
𝑛 (𝝓0)

∑𝑑
𝑖=1 𝜋(𝑖)

𝑛 (𝝓0)
, ̄𝜌𝑛(𝝓0) =

∑𝑑
𝑖=1 𝜎𝑖𝜋

(𝑖)
𝑛 (𝝓0)

∑𝑑
𝑖=1 𝜋(𝑖)

𝑛 (𝝓0)
, (5­29)

其中 𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0)定义为

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0) ≜ 𝔼[⟨𝝓𝑛, 𝐯𝑖⟩2|𝝓0]. (5­30)

进一步地，𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0)满足如下命题，其证明可参见附录 C.3.

命题 5.3： 给定初始向量 𝝓0，在经 (5­21)的 𝑛轮迭代之后,有

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0) = ⟨𝐞𝑖𝑖,G𝑛𝜽0⟩, (5­31)

其中 𝐞𝑖𝑖为 I ̃𝑑 的第 [𝑖(𝑖 + 1)/2]列, G定义由 (5­25)给出，且 𝜽0为一 ̃𝑑维向量，其第
[𝑖 + (𝑗 − 1)𝑗/2]个元素定义为 𝝓T

0V𝑖𝑗𝝓0 (𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑)。

注意到由命题 5.3 可立即得到关于一般的 𝑛 的泛化误差 ̄𝜈c𝑛(𝝓0) 及 ̄𝜌c
𝑛 (𝝓0) (或

等价地，泛化性能 ̄𝜈𝑛(𝝓0)及 ̄𝜌𝑛(𝝓0))的解析表达式。在接下来的分析中，我们将研
究泛化误差 ̄𝜈c𝑁 (𝝓0)及 ̄𝜌c

𝑁 (𝝓0)的理论性质，其描述了经过𝑁 次迭代后计算得到的
𝝓𝑁 的准确程度。特别地，我们将考虑学习率 𝜂 较小 (即远小于 1)且样本数 𝑁 较
大使得乘积 𝑁𝜂 较大的时算法的渐进性能，并将相应设定称为大样本小学习率机
制。具体地，大样本假设源于实践中的海量数据，且经验研究表明使用小的学习

率将有助于降低泛化误差并且避免训练中出现参数振荡的现象 [6,24­25]。此外，我

们很快将表明，该机制可以给出较低泛化误差的理论保障，因此对实际应用更具

有指导意义。

首先，考虑大样本小学习率机制的一个特例，并假设样本数为无穷大，即𝑁 =
∞的情形。该特例实际上刻画了泛化误差的收敛行为。特别地，我们的结果将基
于如下关于 𝜋(𝑖)

𝑛 (𝝓0)的结论，其证明参见附录 C.4。

引理 5.2： 给定小学习率 𝜂 > 0，G特征值为

𝜆𝑖𝑗(G) = 1 + 𝜂(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗) + 𝜂2(𝜎𝑖𝜎𝑗 + 𝐿𝑖𝑗,𝑖𝑗) + 𝑜(𝜂2), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑, (5­32)

且对 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑，有

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0) = (𝜆11(G))𝑛 ⋅ [𝛾𝑛

𝑖𝑖(𝜂)⟨𝐞𝑖𝑖, 𝜽0⟩ + 𝜂 ∑
𝑖′⩽𝑗′

(𝑖′,𝑗′)≠(𝑖,𝑖)

𝛾𝑛
𝑖′𝑗′(𝜂) − 𝛾𝑛

𝑖𝑖(𝜂)
𝜎𝑖′ + 𝜎𝑗′ − 2𝜎𝑖

⋅ 𝐿𝑖𝑖,𝑖′𝑗′⟨𝐞𝑖′𝑗′ , 𝜽0⟩ + 𝑜(𝜂)]

(5­33)
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其中 𝐿𝑖𝑖,𝑖′𝑗′ 定义由 (5­26)给出，且 𝛾𝑖𝑗(𝜂)定义为

𝛾𝑖𝑗(𝜂) ≜
𝜆𝑖𝑗(G)
𝜆11(G) , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑. (5­34)

基于引理 5.2，可将泛化误差 ̄𝜈c𝑛(𝝓0)及 ̄𝜌c
𝑛 (𝝓0)的渐进行为总结为如下定理。

定理 5.4： 给定小学习率 𝜂 > 0，,泛化误差 ̄𝜈c𝑛(𝝓0)与 ̄𝜌c
𝑛 (𝝓0)分别线性收敛到

̄𝜈c∞ = 𝜂
2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

+ 𝑜(𝜂) (5­35a)

及

̄𝜌c
∞ = 𝜂

2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖 + 𝑜(𝜂), (5­35b)

其共同的收敛率为 𝑟 = 1 − 𝜂(𝜎1 − 𝜎2) + 𝑜(𝜂).

证明 对充分小的 𝜂，由 (5­32)可得对任意 (𝑖, 𝑗) ≠ (1, 1)有 𝜆𝑖𝑗(G) < 𝜆11(G)，从而推
出 𝛾𝑖𝑗(𝜂) < 1以及 lim𝑛→∞ 𝛾𝑛

𝑖𝑗(𝜂) = 0。故对 (5­33)取极限，有

lim
𝑛→∞

𝜋(1)
𝑛 (𝝓0)

(𝜆11(G))𝑛 = ⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 + 𝜂 ∑
𝑖′⩽𝑗′

(𝑖′,𝑗′)≠(1,1)

𝐿11,𝑖′𝑗′

2𝜎1 − 𝜎𝑖′ − 𝜎𝑗′
⋅ ⟨𝐞𝑖′𝑗′ , 𝜽0⟩ + 𝑜(𝜂),

及

lim
𝑛→∞

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0)

(𝜆11(G))𝑛 = 𝜂 ⋅
𝐿𝑖𝑖,11⟨𝐯1, 𝝓0⟩2

2(𝜎1 − 𝜎𝑖)
+ 𝑜(𝜂)

= 𝜂 ⋅ 𝜏𝑖⟨𝐯1, 𝝓0⟩2

2(𝜎1 − 𝜎𝑖)
+ 𝑜(𝜂), 𝑖 > 1.

因此，对 𝑖 > 1有

lim
𝑛→∞

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0)

𝜋(1)
𝑛 (𝝓0)

=
lim

𝑛→∞
𝜋(𝑖)

𝑛 (𝝓0) ⋅ (𝜆11(G))−𝑛

lim
𝑛→∞

𝜋(1)
𝑛 (𝝓0) ⋅ (𝜆11(G))−𝑛

= 𝜂
2 ⋅ 𝜏𝑖

𝜎1 − 𝜎𝑖
+ 𝑜(𝜂)

由命题 5.3可知

lim
𝑛→∞

̄𝜈𝑛(𝝓0) =
⎛
⎜
⎜
⎝
1 + lim

𝑛→∞

𝑑

∑
𝑖=2

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0)

𝜋(1)
𝑛 (𝝓0)

⎞
⎟
⎟
⎠

−1
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=
⎛
⎜
⎜
⎝
1 + 𝜂

2 ⋅
𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

+ 𝑜(𝜂)
⎞
⎟
⎟
⎠

−1

= 1 − 𝜂
2 ⋅

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

+ 𝑜(𝜂),

于是有

̄𝜈c∞ ≜ lim
𝑛→∞

̄𝜈c𝑛(𝝓0) = 𝜂
2 ⋅

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

+ 𝑜(𝜂).

同理可得关于 ̄𝜌c
𝑛 (𝝓0)的结论。

最后，由 (5­29)知收敛率为G第二大特征值与最大特征值的比值，亦即 𝛾12(𝜂)。
根据 (5­32)可求得 𝑟 = 𝛾12(𝜂) = 𝜆12(G)/𝜆11(G) = 1 − 𝜂(𝜎1 − 𝜎2) + 𝑜(𝜂)。 □

由定理 5.4可得类似于第 5.2节中的折中关系：

̄𝜈c∞ = 𝑟c ⋅ 1
2(𝜎1 − 𝜎2)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑗

+ 𝑜(𝑟c),

̄𝜌c
∞ = 𝑟c ⋅ 1

2(𝜎1 − 𝜎2)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖 + 𝑜(𝑟c),

其中 𝑟c ≜ 1 − 𝑟。
虽然该折中关系依赖于 𝜂 恒定的假设，但其可提供对机器学习实践中所采用

的复杂学习率方案的理论解释。例如在阶跃衰减方案 (Step Decay Schedule [64])中，

学习率将每隔常数期 (Epoch)以固定比例衰减。若初始学习率较小，可利用所建立

折中关系将该方案解释为在训练初期加速算法收敛，而在训练末期通过衰减学习

率获得较小的泛化误差。一般情况下对该方案泛化误差上界的分析可参考 [65]。对

比一般情况下误差界的分析工作，我们在小学习率机制下给出了泛化误差取值的

精确表达式，从而可有效指导实践中学习率方案的设计。

由于实践中样本数 𝑁 通常为有限值，分析有限的 𝑁 次迭代后的泛化误差将
更具有实际意义。为叙述大样本小学习率机制下泛化误差的结论，首先介绍该机

制中的小量定义如下。

定义 5.1： 给定 𝜂与𝑁 的函数 𝑓，令 𝑓(𝜂, 𝑁) = ̂𝑜(1)表示存在函数 𝑔(𝑡)及 ℎ(𝑡)，使
得

lim
𝑡→0+

𝑔(𝑡) = lim
𝑡→+∞

ℎ(𝑡) = 0,

63



第 5章 计算效率与泛化误差最优折中

且对任意 𝜂 > 0及𝑁 > 0都有

|𝑓 (𝜂, 𝑁)| ⩽ |𝑔(𝜂)| + |ℎ(𝑁𝜂)|.

关于一般情况下的泛化误差可得如下定理，其证明可参见附录 C.5。

定理 5.5： 在大样本小学习率分析机制下，𝑁 轮迭代之后的泛化误差可表示为

̄𝜈c𝑁 (𝝓0) = ̂𝜈c𝑁 (𝝓0)(1 + ̂𝑜(1)) (5­36)

̄𝜌c
𝑁 (𝝓0) = ̂𝜈c𝑁 (𝝓0)(1 + ̂𝑜(1)), (5­37)

其中 ̂𝜈c𝑁 (𝝓0)及 ̂𝜌c
𝑁 (𝝓0)定义为

̂𝜈c𝑁 (𝝓0) ≜ 𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂 ⋅ ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 + 𝜂
2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

(5­38)

̂𝜌c
𝑁 (𝝓0) ≜ (𝜎1 − 𝜎2)𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂 ⋅ ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 + 𝜂
2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖. (5­39)

由定理 5.5可知，在大样本小学习率分析机制下，算法接近收敛且最终泛化误差值

很小。其次， ̄𝜈c𝑁 (𝝓0)与 ̄𝜈c𝑁 (𝝓0)均可解释为无噪条件下的泛化误差与渐进泛化误差
的和。再次，泛化误差理论值 ̂𝜈c𝑁 (𝝓0)及 ̂𝜌c

𝑁 (𝝓0)关于学习率 𝜂 变化的图像均呈 U

型曲线，如图 5.2所示。由此，我们的分析为特征问题提供了训练误差受学习率大

小影响的典型关系 [6]的理论解释，可视为对凸问题中类似结论的推广 [24,26]。

此外，易知最小化 ̂𝜈c𝑁 (𝝓0)的最优学习率为

𝜂∗
𝜈 = log(𝐶𝜈𝑁)

2(𝜎1 − 𝜎2)𝑁 , (5­40)

其中

𝐶𝜈 ≜ 4(𝜎1 − 𝜎2) ⋅ ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 ⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

⎞
⎟
⎟
⎠

−1

.

类似可得最小化 ̂𝜌c
𝑁 (𝝓0)的最优学习率

𝜂∗
𝜌 =

log(𝐶𝜌𝑁)
2(𝜎1 − 𝜎2)𝑁 (5­41)

其中

𝐶𝜌 ≜ 4(𝜎1 − 𝜎2)2 ⋅ ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 ⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
⎞
⎟
⎟
⎠

−1

.
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注释 5.3： 注意到 𝜂∗
𝜈 与 𝜂∗

𝜌 表达式均为
log(𝐶𝑁)

2(𝜎1−𝜎2)𝑁 的形式，其中常数 𝐶 分别取 𝐶𝜈

及 𝐶𝜌。事实上，可验证 𝐶 取值不影响泛化误差的渐进行为。因此可不妨令 𝐶 = 1
并将 𝜂 = log𝑁

2(𝜎1−𝜎2)𝑁 作为最优学习率。

学习率 𝜂

̂𝜈c 𝑁
(𝝓

0)

图 5.2 泛化误差理论值 ̂𝜈c𝑁 (𝝓0) 及学习率 𝜂 的关系，其中横纵坐标均取对数。泛化误差
̂𝜌c
𝑁 (𝝓0)关于学习率有类似的变化趋势形。

与定理 5.3结果类似，可对泛化误差作如下概率层面的刻画，其证明可参见附

录 C.6。

定理 5.6： 给定初始向量 𝝓0 及充分大的 𝑁，若学习率取 𝜂 = log𝑁
2(𝜎1−𝜎2)𝑁 ,则对任意

𝛿 ∈ (0, 1)有

ℙ
(

𝜈c(𝝓𝑁 ) < 𝐶0
𝛿 ⋅ log

2 𝑁
𝑁 |

𝝓0)
> 1 − 𝛿 (5­42)

ℙ
(

𝜌c(𝝓𝑁 ) < 𝜎1𝐶0
𝛿 ⋅ log

2 𝑁
𝑁 |

𝝓0)
> 1 − 𝛿, (5­43)

其中 𝐶0 ≜ 𝜏1
2(𝜎1−𝜎2)2。

注释 5.4： 定理 5.6给出了 Θ (
log2 𝑁

𝑁 )的误差，与信息论上的极小极大界 1/𝑁 [66]

只差一个对数多项式因子。尽管 1/𝑁 界的推导依赖于 𝐱𝑛服从 sub­Gaussian分布的

假设，这里的分析只需假设 Z𝑛具有有限的二阶矩，或假设流式主成分分析中的 𝐱𝑛

具有有限的四阶矩。
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5.3.3 小批量训练的 Oja算法

在实际训练学习算法时，参数更新通常基于一小批样本进行，对应训练机制

称为小批量训练 [6]。由于在小批量样本上的计算可并行化，采用小批量训练可以

有效地提高计算效率；对于合适的小批量大小取值，小批量学习还可以降低泛化

误差 [24,67]。本节将基于 Oja算法的特例，考察小批量学习对泛化误差的影响。具

体地，设总迭代次数 𝑁 给定，对应于总样本数 (参见例 5.1)。除此之外，使用 𝑚
表示小批量大小并假设 𝑁 = 𝑘𝑚，则基于小批量训练的 Oja算法流程可概括为算

法 4，其中 A𝝓𝑛−1在一个小批量中 𝑚次估计的平均将用于计算 𝝓𝑛。

算法 4小批量训练的 Oja算法
1: 输入: 𝝓0.

2: for 𝑛 = 1 to 𝑘 do
3: 𝝍𝑛 ← 𝟎
4: for 𝑖 = 1 to 𝑚 do

5: 𝝍𝑛 ← 𝝍𝑛 + A𝝓𝑛−1 + 𝜻(𝑛−1)𝑚+𝑖

6: end for

7: 𝝍𝑛 ← 𝝍𝑛/𝑚
8: 𝝓𝑛 ← 𝝓𝑛−1 + 𝜂𝝍𝑛

9: end for

10: 输出: 𝝓𝑘/‖𝝓𝑘‖.

注意到算法 3可视为小批量大小取 𝑚 = 1时小批量训练的特例。与算法 3相

比，小批量训练会对泛化误差产生正反两种效用：一方面，在小批量中对噪声求平

均将使得每次更新更为准确；另一方面，更新次数也将减少为原来的 1/𝑚。为量化
小批量训练的影响，记 ̄𝜈c𝑛 (𝜙0; 𝜂, 𝑚)及 ̄𝜌c

𝑛 (𝜙0; 𝜂, 𝑚)为小批量训练中，𝝓𝑛所给出的

平均泛化误差 [参见(5­23)]，其中 𝜂表示相应的学习率。以下结果表明，在泛化误
差方面，使用小批量大小为 𝑚的小批量训练等价于将学习率减小为原先的 1/𝑚。

定理 5.7： 在大样本及小学习率机制下，设批量大小 𝑚为给定常数，则有

̄𝜈c𝑘(𝝓0; 𝜂, 𝑚) = ̄𝜈c𝑁 (𝝓0; 𝜂eq, 1)(1 + ̂𝑜(1)), (5­44)

̄𝜌c
𝑘(𝝓0; 𝜂, 𝑚) = ̄𝜌c

𝑁 (𝝓0; 𝜂eq, 1)(1 + ̂𝑜(1)), (5­45)

其中等价学习率 𝜂eq定义为

𝜂eq ≜ 𝜂
𝑚, (5­46)
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且 ̂𝑜(1)定义由定义 5.1给出。

证明 首先注意到由算法 4中的更新步骤有

𝝓𝑛 = (I + 𝜂A)𝝓𝑛−1 + 𝜂 ̂𝜻𝑛, 𝑛 = 1, ⋯ , 𝑘, (5­47)

其中

̂𝜻𝑛 ≜ 1
𝑚

𝑚

∑
𝑖=1

𝜻(𝑛−1)𝑚+𝑖 = Ẑ𝑛𝝓𝑛−1

且

Ẑ𝑛 ≜ 1
𝑚

𝑚

∑
𝑖=1

Z(𝑛−1)𝑚+𝑖. (5­48)

因此 (5­47)等价于 Oja算法的 𝑘次迭代，且由 (5­28)及 (5­48)可知其对应的

参数 𝜏 为 ̂𝜏𝑖 = 𝜏𝑖/𝑚 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑)。于是，由定理 5.5得

̄𝜈c𝑘(𝝓0; 𝜂, 𝑚) =
⎡⎢⎢⎣
𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑘𝜂 ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 + 𝜂
2

𝑑

∑
𝑖=2

̂𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

⎤⎥⎥⎦
⋅ (1 + ̂𝑜(1)),

=
⎡⎢⎢⎣
𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂eq ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 +
𝜂eq
2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

⎤⎥⎥⎦
⋅ (1 + ̂𝑜(1)),

= ̄𝜈c𝑁 (𝝓0; 𝜂eq, 1) ⋅ (1 + ̂𝑜(1)).

同理可得 (5­45)。 □

因此，使用批量大小为 𝑚学习率为 𝜂 的小批量训练等价于将学习率 𝜂 衰减为
𝜂eq = 𝜂/𝑚，从而将学习率 𝜂 与批量大小 𝑚等比例放大将不影响泛化误差的大小。
在实际学习问题的应用中，由于小批量训练可并行操作，使用该等比例放大操作

可得到正比于批量大小的加速比，且不会使泛化误差恶化。该性质也称作线性缩

放准则，其在加速深度神经网络训练方面有广泛的应用 [68­70]。

5.4 实验结果

本节在仿真数据及 MNIST数据集 [10] 上开展了一系列实验，以检验第 5.3节

中的理论结果。
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5.4.1 仿真数据

在该实验中，取 𝑑 = 10 并随机生成相应的半正定矩阵 A。在此基础上，根

据(5­20)生成 Oja算法中的噪声，其中诸 Z𝑛为独立同分布的零均值 Gaussian矩阵。

接着，在随机生成初始向量𝝓0后,将算法 3重复执行 20次，每次执行包含𝑁 = 106

次迭代。于是平均泛化误差可通过 (5­24)计算，其中重复试验所得泛化误差的经

验平均可作为数学期望的估计。

首先考察不同学习率 𝜂设定下的泛化误差。为此，根据算法 3重复运行 20次

的结果计算，可得到不同学习率下的 ̄𝜈c𝑁 (𝜙0)以及 ̄𝜌c
𝑁 (𝜙0)，如图 5.3所示，其中实

线对应由定理 5.5给出的理论结果。由图可知，仿真结果与理论结果高度一致，尤

其是在学习率 𝜂相对较小的情况下。

10−5 10−4 10−3 10−2 10−1 100
10−8

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

𝜂

泛
化
误
差

̄𝜈c𝑁 (𝝓0) ̄𝜌c
𝑁 (𝝓0)

̂𝜈c𝑁 (𝝓0) ̂𝜌c
𝑁 (𝝓0)

𝜂∗
𝜈 𝜂∗

𝜌

图 5.3 泛化误差随学习率的变化关系，其中实线和虚线分别表示仿真所得泛化误差及其

理论值。

其次考察泛化误差在迭代过程中的收敛情况。具体地，分别取学习率 𝜂 =
2𝑖𝜂∗

𝜈 , 𝑖 = −1, 0, 1, 2, 3，其中 𝜂∗
𝜈 定义由 (5­40) 给出，并考察 ̄𝜈c𝑛(𝝓0) 随 𝑛 变化的趋

势。相应结果如图 5.4所示，其中泛化误差的理论值 ̂𝜈c𝑛(𝝓0)可根据 (5­38)计算得

到。该结果表明再次验证了理论结果的有效性。除此之外，图 5.4也直观地表明了泛

化误差 ̄𝜈c𝑛(𝝓0)及收敛率的折中关系是如何受学习率选择影响的。当选用 Rayleigh

商 ̄𝜌c
𝑛 (𝝓0)作为泛化误差度量时，亦可得到类似结果。
再次，考察小批量训练中的泛化误差。特别的，令批量大小分别取𝑚 = 1, 8, 32。

图 5.5给出了泛化误差 ̄𝜈c𝑁/𝑚(𝝓0; 𝜂, 𝑚)及 ̄𝜌c
𝑁/𝑚(𝝓0; 𝜂, 𝑚)关于等价学习率 𝜂eq = 𝜂/𝑚

变化的曲线，相应结果验证了第 5.3.3节中关于批量大小的讨论。
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
⋅106

10−8

10−6

10−4

10−2

100

𝑛

泛
化
误
差

̄𝜈c 𝑛(
𝝓 0

)

𝜂 = 𝜂∗
𝜈 /2

𝜂 = 𝜂∗
𝜈

𝜂 = 2𝜂∗
𝜈

𝜂 = 4𝜂∗
𝜈

𝜂 = 8𝜂∗
𝜈

图 5.4 在不同学习率 𝜂下，泛化误差 ̄𝜈c𝑛(𝝓0)随迭代次数 𝑛的变化，其中实线和虚线分别
表示仿真所得泛化误差及相应的理论值 ̂𝜈𝑛(𝝓0)。

10−5 10−4 10−3 10−2 10−1 10010−8

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

𝜂eq = 𝜂/𝑚

泛
化
误
差

̄𝜈c𝑁/𝑚(𝝓0; 𝜂,𝑚), 𝑚 = 1,8,32
̄𝜌c
𝑁/𝑚(𝝓0; 𝜂,𝑚), 𝑚 = 1,8,32

图 5.5 在小批量大小 𝑚取不同值时，泛化误差随等价学习率 𝜂eq = 𝜂/𝑚的变化关系。

5.4.2 MNIST手写体数据集

进一步地，我们在 MNIST手写体数据集 [10] 上验证理论结果。该数据集包含

60,000 个训练样本及 10,000 个测试样本。首先，利用 算法 4 计算训练集的主成

分。其次，计算测试样本的协方差矩阵，作为 A的真实值，并由此计算得主成分

𝐯1, ⋯ , 𝐯𝑑，用于计算泛化误差。注意到由于MNIST数据集对应的参数 𝜏𝑖的取值无

法准确地从样本中估计，很难精确地给出其理论性能用于实验对比。为此，我们

转而在MNIST数据集中对小批量训练的线性缩放准则进行验证。具体地，对于某

个给定的输入 𝝓0，令小批量大小分别取 𝑚 = 64, 128, 256。对每个 𝑚 的取值，在
𝑁 = 50, 000个训练样本上重复运行 Oja算法 20次，并且在每次运行之前将样本

69



第 5章 计算效率与泛化误差最优折中

重新随机排列。实验所得泛化误差 ̄𝜈c𝑁/𝑚(𝝓0; 𝜂, 𝑚)及 ̄𝜌c
𝑁/𝑚(𝝓0; 𝜂, 𝑚)关于等价学习率

𝜂eq = 𝜂/𝑚的变化趋势如图 5.6所示，相应结果也与第 5.3.3节中的理论分析相符。

10−4 10−3

10−2

10−1

𝜂eq = 𝜂/𝑚

泛
化
误
差

̄𝜈c𝑁/𝑚(𝝓0; 𝜂,𝑚), 𝑚 = 64,128,256
̄𝜌c
𝑁/𝑚(𝝓0; 𝜂,𝑚), 𝑚 = 64,128,256

图 5.6 MNIST数据集上泛化误差随等价学习率 𝜂eq = 𝜂/𝑚的变化关系，其中小批量大小
分别取 𝑚 = 64, 128, 256。

5.5 本章小结

由深度神经网络实际训练过程的梯度下降法出发，本章考察训练计算过程中

泛化误差与计算效率的最优折中。为此，首先考虑局部分析机制下的随机梯度下

降过程，将其简化为鲁棒交替条件期望算法，并分析了鲁棒条件期望算法中计算

效率与泛化误差满足的折中关系。在此基础上，进一步将结论推广到求解一般特

征问题的 Oja算法，建立了泛化误差的解析表达并给出最优学习率的选择。此外，

对小批量训练的 Oja算法的分析表明，小批量大小对泛化误差的影响等价于改变

学习率。结合深度神经网络的奇异值分解数学结构，本章的结论可为实际深度神

经网络中更为复杂的超参数机制设计提供理论指导。
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第 6章 机器学习算法设计

6.1 本章引言

基于局部信息几何的分析工具，本章将信息论用于指导机器学习算法设计，特

别是在深度学习框架下的算法实现。具体而言，算法设计范式可概括为以下三步：

首先，基于信息论中经典的信息度量的分析，构建相应概率空间的优化问题；其

次，基于局部信息几何分析中概率分布与信息向量的对应关系，将前述优化问题转

化为有限维空间中信息向量的优化问题，如特征值分解或奇异值分解问题等；最

后，基于信息向量与数据特征的对应关系，将信息向量的优化问题进一步转化为

函数空间内特征的优化问题，并构造深度神经网络求解该最优特征。在该设计范

式下，本章给出了基于深度学习从数据样本计算最大相关函数的框架，并特别考

察了其在有监督学习问题中的应用。类似地，基于信息论中经典的总相关 (Total

Correlation)度量，本章设计了高效的无监督特征提取算法。对算法的分析表明，由

该设计范式给出的算法可视为对主成分分析、线性判别分析等经典机器学习算法

的推广，从而具有理论性能保障；在一系列常见数据集上实验结果进一步检验了

所设计算法的有效性。

本章具体内容安排如下：第 6.2节简单介绍了最大相关函数计算的神经网络实

现；第 6.3节考虑最大相关函数在有监督学习问题中的应用，提出了最大相关回归

方法并对其性质进行了分析；第 6.4节考虑基于信息论中的总相关的最优无监督特

征提取问题，考察了最优特征的理论性质并设计了基于深度学习的计算框架；最

后，第 6.5节介绍了所设计算法在常见数据集上的结果，第 6.6节总结了全章内容。

6.2 最大相关函数学习

给定随机变量 𝑋, 𝑌，基于第 3章中讨论可知，最大化定义 3.4中的 H评分函

数𝐻(𝐟(𝑋), 𝐠(𝑌 ))等价于求解典型相关矩阵 B̃的奇异向量，其最优解为定义 2.4所

给出的最大相关函数。由于 H评分函数可高效地从训练样本中计算 (计算细节可

参考 [71]的算法 1)，故该性质自然给出了从数据样本中学习最大相关函数的框架，

如图 6.1所示。其中用于特征提取的 NN𝐟 与 NN𝐠 可选用与输入数据对应的神经网

络结构，例如，对图像输入可用卷积神经网络提取特征。

注意到 H评分函数为经典神经网络的损失函数的局部近似，因此该学习框架

可作为局部信息几何方法用于指导机器学习算法设计的实例之一。后面的实验结

71



第 6章 机器学习算法设计

NN𝐟

NN𝐠

𝑥

𝑦

H 评分函

数估计器

𝐟(𝑥)

𝐠(𝑦)

𝐻(𝐟 , 𝐠)

图 6.1 最大相关函数学习的神经网络架构，其中 NN𝐟 用于从输入 𝑥中生成特征 𝐟 (𝑥), NN𝐠
用于从输入 𝑥中生成特征 𝐟 (𝑥)。

果中可以看出，该框架所给出的最大相关函数相比已有启发式设计方法可取得明

显的性能优势。对该框架更深入的讨论可参考 [71]，其由典型相关矩阵 B̃的低秩

恢复问题出发引入该学习框架，并介绍了其在推荐系统等实际系统中的应用。

6.3 有监督学习：最大相关回归

本节讨论当 𝑌 为离散标签时，𝑋 与 𝑌 的最大相关函数计算，并将其用于预
测标签 𝑌 的有监督学习问题中。此时可证明，最大相关函数将自然导出后验概率
𝑃𝑌 |𝑋 的估计，因此该方法可视为对后验概率的回归问题，称为最大相关回归

[72]。

6.3.1 问题构建

最大相关回归的关键思路是在函数族中 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 寻找分布近似 𝑃𝑌 |𝑋，其中

𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 定义如下。

定义 6.1： 分别给定 𝑋 和 𝑌 的 𝑘维函数 𝐟(⋅)及 𝐠(⋅)，及 𝑌 的标量函数 𝑏(⋅)，定义
𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)

𝑌 |𝑋 为

𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) ≜ 𝑃𝑌 (𝑦) (1 + 𝐟T(𝑥)𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)) . (6­1)

注意 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)可视为 Softmax函数 (3­2)的局部展开。由于 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)

𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)可
能取负值，不能用传统的交叉熵作为 𝑃𝑌 |𝑋 及 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)

𝑌 |𝑋 差距的度量。这里采用 𝜒2散

度①

𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏) ≜ ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥) ∑
𝑦∈𝒴

[𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) − 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)]

2

𝑃𝑌 (𝑦) (6­2)

① 为便于表述，这里仍采用离散𝑋对应的求和符号。对连续的变量𝑋，只需将对 𝑥的求和改为相应的积分。
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作为 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 逼近 𝑃𝑌 |𝑋程度的度量，其操作意义将在后文解释最大相关回归与HGR

最大相关及神经网络的联系时进一步明确。易知 𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏) ⩾ 0，其中等号成立当且
仅当对所有 𝑥, 𝑦都有 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)

𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) = 𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)。下面给出最大相关回归的正式定义。

定义 6.2 (最大相关回归)： 给定输入特征 𝐟(𝑋) ∈ ℝ𝑘，最大相关回归 (Maximal Cor­

relation Regression, MCR)使用含参分布 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 作为后验概率 𝑃𝑌 |𝑋 的建模，并选取

最优的 𝐠∶ 𝒴 ↦ ℝ𝑘及 𝑏∶ 𝒴 ↦ ℝ以最小化 (6­2)中的 𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏)。

不同于 Softmax回归，最大相关回归中的最优参数 𝐠∗及 𝑏∗有解析表达式，如

下所述。

命题 6.1： 对给定特征 𝐟(𝑋)及任意 𝑦 ∈ 𝒴，有①

𝐠∗(𝑦) = 𝚲−1
𝐟 𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 = 𝑦] (6­3a)

𝑏∗(𝑦) = −𝝁T
𝐟 𝐠∗(𝑦). (6­3b)

证明 参见附录 D.1。 □

注意 (6­3)中的协方差矩阵 𝚲𝐟、均值 𝝁𝐟 以及条件期望 𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 = 𝑦]都可以
直接从数据样本中估计得到，从而最优参数 𝐠∗及 𝑏∗可从训练样本中高效求得，具

体计算过程可总结为算法 5。

对于新的数据样本 𝑥，其标签 𝑦可通过最大后验概率 (Maximum a Posteriori,

MAP)判决准则进行预测，并得

̂𝑦(𝑥) = argmax
𝑦′∈𝒴

𝑃 (𝐟 ,𝐠∗,𝑏∗)
𝑌 |𝑋 (𝑦′|𝑥) (6­4)

作为最大相关回归的预测结果。

6.3.2 基于深度学习框架的最大相关回归

在第 6.3.1节的讨论中假定回归问题中的特征 𝐟 预先给定。一般情况下，𝐟 也
可由参数为 𝜽的模型 𝐟𝜽 ≜ 𝐟(⋅; 𝜽)生成。例如，对深度神经网络 𝜽对应于所有隐层的
权重与偏置项。该情况下，损失函数 𝐿(𝐟𝜽, 𝐠, 𝑏)应对 𝐠, 𝑏及 𝜽联合优化。具体而言，
可基于随机梯度下降及反向传播算法 [73]利用训练样本对 𝐠, 𝑏及 𝜽优化。注意由于
𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)未知，𝐿(𝐟𝜽, 𝐠, 𝑏)的值无法直接从训练样本中估计。但以下结果表明，对
𝐿(𝐟𝜽, 𝐠, 𝑏)的优化可转化为对 H评分函数优化的问题，从而可基于样本求解。

① 与第 3章类似，本章的分析中，采用 “ ”̃符号表示减去均值后的函数，且使用 𝚲表示协方差矩阵。例如：
如 ̃𝐟 (𝑥) ≜ 𝐟(𝑥) − 𝔼 [𝐟(𝑋)] , 𝑥 ∈ 𝒳；𝚲𝐟 为 𝐟 的协方差矩阵。
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算法 5最大相关回归中的参数估计
1: 输入: 特征及标签的 𝑛个样本 {(𝐟(𝑥𝑖), 𝑦𝑖)}𝑛

𝑖=1.

2: 计算均值，归一化得零均值特征:

𝝁̂𝐟 ← 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝐟 (𝑥𝑖)
𝐟 (𝑥𝑖) ← 𝐟(𝑥𝑖) − 𝝁̂𝐟 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛

3: 计算输入特征的协方差矩阵:

𝚲̂𝐟 ← 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝐟 (𝑥𝑖)𝐟T(𝑥𝑖)
4: for 𝑦 = 1 to |𝒴| do
5: 𝑛𝑦 ← ∑𝑛

𝑖=1 1{𝑦=𝑦𝑖}

6: 𝝁̂𝐟 |𝑌 =𝑦 ← 1
𝑛𝑦

∑𝑛
𝑖=1 𝐟(𝑥𝑖) ⋅ 1{𝑦=𝑦𝑖}

7: end for

8: for 𝑦 = 1 to |𝒴| do
9: 𝐠∗(𝑦) ← 𝚲̂−1

𝐟 𝝁̂𝐟 |𝑌 =𝑦

10: 𝑏∗(𝑦) ← −𝝁̂𝐟 𝐠(𝑦)
11: end for

12: 输出: 对所有 𝑦 ∈ 𝒴，𝐠∗(𝑦), 𝑏∗(𝑦)的取值。

命题 6.2： 令 (𝜽∗, 𝐠∗, 𝑏∗)表示使 𝐿(𝐟𝜽, 𝐠, 𝑏)最小化的最优参数，则有 𝜽∗ = 𝜽H以及，

对任意 𝑦 ∈ 𝒴 ,

𝐠∗(𝑦) = 𝐠̃H(𝑦), 𝑏∗(𝑦) = −𝝁T
𝐟∗𝐠∗(𝑦), (6­5)

其中 𝜽H与 𝐠H为使得 H评分函数

𝐻(𝐟𝜃, 𝐠) ≜ 𝔼[ ̃𝐟T(𝑋; 𝜽)𝐠̃(𝑌 )] − 1
2 tr{𝚲𝐟𝜽𝚲𝐠} , (6­6)

最大化的参数，且 𝝁𝐟∗ ≜ 𝔼[𝐟(𝑋; 𝜽∗)]。

证明 参见附录 D.2. □

注意到 H评分函数可基于数据样本高效估计，具体细节可参考 [71]的算法 1，

因此可使用负的 H评分函数 −𝐻(𝐟𝜽, 𝐠)作为损失函数，基于随机梯度下降法训练最
优参数 𝜽H及 𝐠H。该训练所需的神经网络框架的讨论可参考附录 D.3。

在训练得到 𝜽H 与 𝐠H 后，基于命题 6.2可从数据样本中恢复参数 𝜽∗, 𝐠∗ 及 𝑏∗

的值，相应计算过程可总结为算法 6。

对于新观测到的 𝑥，由最大后验概率准则预测得到的标签 ̂𝑦(𝑥)为

̂𝑦(𝑥) = argmax
𝑦′∈𝒴

𝑃 (𝐟𝜽∗ ,𝐠∗,𝑏∗)
𝑌 |𝑋 (𝑦′|𝑥). (6­7)
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算法 6最大相关回归中的参数恢复
1: 输入: 数据样本 {𝑥𝑖}𝑛

𝑖=1, 𝜽H, 𝐠H，函数 𝐟𝜽

2: 𝜽∗ ← 𝜽H

3: 计算均值:

𝝁̂𝐟 ← 1
𝑚 ∑𝑛

𝑖=1 𝐟 (𝑥𝑖; 𝜽∗)
𝝁̂𝐠 ← ∑𝑦∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦)𝐠H(𝑦)

4: for 𝑦 = 1 to |𝒴| do
5: 𝐠∗(𝑦) ← 𝐠H(𝑦) − 𝝁̂𝐠

6: 𝑏∗(𝑦) ← −𝝁̂T
𝐟 𝐠∗(𝑦)

7: end for

8: 输出: 𝜽∗及 𝐠∗(𝑦), 𝑏∗(𝑦)对所有 𝑦 ∈ 𝒴 的取值

6.3.3 理论性质

首先，可证明优化最大相关回归的参数等价于求解典型相关矩阵的低秩恢复

问题。为便于表述，设𝑋为离散随机变量，并令 𝚵𝑌 及 𝚵𝑋 为由定义 2.1给出的函

数 ̃𝐟 , 𝐠̃所对应的等价矩阵表示：

𝚵𝑋 = [ ̃𝐟 (1)√𝑃𝑋(1), ⋯ , ̃𝐟 (|𝒳|)√𝑃𝑋(|𝒳|)]
T

, (6­8a)

𝚵𝑌 = [𝐠̃(1)√𝑃𝑌 (1), ⋯ , 𝐠̃(|𝒴|)√𝑃𝑌 (|𝒴|)]
T

. (6­8b)

下述命题给出了最大相关回归问题的低秩恢复结构。

命题 6.3： 给定 𝐟、𝐠及 𝑏，可得

𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏) = ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2

F
+ 𝝁T

𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠 + ∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦) [𝝁T
𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)]

2
, (6­9)

其中 B̃ ∈ ℝ|𝒴|×|𝒳|为 𝑋 与 𝑌 的典型相关矩阵 (可参考定义 2.3)。

证明 参见附录 D.4。 □

注意到 𝝁T
𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠 + ∑𝑦∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦)[𝝁T

𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)]
2 ⩾ 0且等号成立当且仅当

𝝁𝐠 = 𝟎 且 𝑏(𝑦) = −𝝁T
𝐟 𝐠(𝑦), ∀ 𝑦 ∈ 𝒴. (6­10)
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故为使损失函数 𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏)最小化，应令 𝝁𝐠及 𝑏取 (6­10)中的值。于是最大相关回

归可化简为最小化 ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2

F
的问题，即使用秩 𝑘矩阵 [𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T
]逼近典

型相关矩阵 B̃。由 Eckart–Young–Mirsky定理 [56]知最优的 𝚵𝑌 与 𝚵𝑋 将分别对应 B̃

前 𝑘个左奇异向量和右奇异向量。该对应关系可用于建立最大相关回归与 HGR最

大相关问题的联系。

注意到命题 6.1 中 𝐠∗ 的计算可解释为交替条件期望算法中的一步 [参考

(3­11)]。此外，对给定的 𝐟，当 𝐠与 𝑏均取最优值 (6­3)时，相应的损失函数𝐿(𝐟, 𝐠∗, 𝑏∗)
可表示成

𝐿(𝐟, 𝐠∗, 𝑏∗) = ‖B̃‖
2
F − 2𝐻𝑌 (𝐟 ),

其中𝐻𝑌 (𝐟 )为 𝐟 (𝑋)的单边 H评分函数，其定义为 (参考定义 3.4)

𝐻𝑌 (𝐟) ≜ 𝔼 [‖𝚲−1/2
𝐟 𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 ]‖

2
] . (6­11)

以下定理表明，单边 H评分函数可用于刻画最大相关回归的预测准确度。

定理 6.1： 对给定 𝐟，令 ACC(𝐟) 记为由 (6­4) 给出的 MCR 预测的准确度，并令

ACC∗表示由真实的后验概率分布 𝑃𝑌 |𝑋 给出的最大后验概率估计的准确度，则有

ACC∗ ⩾ [1 + ‖B̃‖
2
F] 𝑝min ⩾ [1 + 2𝐻𝑌 (𝐟)]𝑝min (6­12)

以及

[ACC∗ − ACC(𝐟 )]
2 ⩽ 2 [‖B̃‖

2
F − 2𝐻𝑌 (𝐟 )] 𝑝max

⩽ 2[|𝒴| − 1 − 2𝐻𝑌 (𝐟)]𝑝max, (6­13)

其中新定义了 𝑝min ≜ min𝑦∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦)及 𝑝max ≜ max𝑦∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦)。

证明 参见附录 D.5。 □

6.3.4 与其他学习问题的联系

本节介绍最大相关回归与信息论及机器学习中若干问题的联系。

6.3.4.1 通用特征选择

首先，最大相关回归提取的特征 𝐟 是所有 𝑋 的特征中，使得推断 𝑌 属性的误
差最小的属性，即第 3.2节所介绍的通用特征选择问题的最优特征。
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为明确该联系，注意到由第 3.2节可知，基于特征 𝐟 的 𝑛个独立样本所造成的
对 𝑌 属性的推断误差对应的误差指数正比于单边 H评分函数𝐻𝑌 (𝐟)。在此基础上，
注意到在基于深度学习框架的最大相关回归中，有

𝜽∗ = 𝜽H = argmax
𝜽 [max𝐠

𝐻(𝐟𝜽, 𝐠)] = argmax
𝜽

𝐻𝑌 (𝐟𝜽), (6­14)

其中前两个等式基于命题 6.2，最后的等式基于单边 H评分函数与双边 H评分函

数的关系 (参考第 3.5节中的讨论)。因此，第 6.3.2节中引入的最大相关回归最优

参数 𝜽∗ 实质上是在所有可能的网络参数 𝜽中使得单边 H评分函数 𝐻𝑌 (𝐟𝜽)最大的
选择，从而也是使通用特征选择问题中使得错误概率最小化的参数选择。因此，由

最大相关回归提取的特征 𝐟𝜽∗ 也是参数化函数族 𝐟(⋅; 𝜽)中最小化平均推断误差的最
优特征。

6.3.4.2 线性判别分析

从特征空间角度来看，可将最大相关回归所提取的特征解释为最大化类可分

度 (Class Separability)的最优特征，即使得不同标签所对应特征最可分的特征，因

此其与 Fisher提出的线性判别分析 (Linear Discriminant Analysis, LDA) [74] 方法有

紧密联系。

具体而言，对给定的数据 𝑋，LDA求解最优的 𝑋的线性变换 𝐟 以最大化类可
分度。该可分度通常以平均类内距离或类间距离作为度量，详细的讨论可参考 [75]

的第 10章。其中，单边 H评分函数 (6­11)为较常用的度量之一，其可等价表示为

𝐻𝑌 (𝐟 ) = tr{S−1
t Sb} = tr{𝚲−1

𝐟 cov(𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ])} . (6­15)

通常称 St ≜ 𝚲𝐟 为总散布矩阵 (Total Scatter Matrix)或混合散布矩阵 (Mixture Scatter

Matrix)，Sb ≜ cov(𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ])通常称为类间散布矩阵 (Between­class Scatter Matrix)。

𝐻𝑌 (𝐟)作为类可分度度量的操作意义由如下命题给出。

命题 6.4： 对给定𝑋及 𝑌，𝐟 ∶ 𝒳 ↦ ℝ𝑘的泛函为单边 H评分函数𝐻𝑌 (⋅)当且仅当
其满足

(a) 对任意 ̂𝐟 (𝑥) = A𝐟 (𝑥) + 𝐚，有 𝐻𝑌 (𝐟) = 𝐻𝑌 ( ̂𝐟 )，其中 |A| ≠ 0以及 A ∈ ℝ𝑘×𝑘

𝐚 ∈ ℝ𝑘为常量，

(b) 若 𝚲𝐟 = I，则

𝐻𝑌 (𝐟 ) = 𝔼 [‖𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 ]‖
2
] (6­16a)
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= 𝑘 − 𝔼 [‖𝐟(𝑋) − 𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ]‖2] . (6­16b)

证明 参见附录 D.6。 □

由于(6­16a)中的 𝔼 [‖𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 ]‖
2
]及 𝔼 [‖𝐟(𝑋) − 𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ]‖2]分别对应平均类间

距离与平均类内距离，𝐻𝑌 (𝐟 )可以有效地对类可分度进行度量。
因此，由 (6­14)可知最大相关回归中最优的 𝐟𝜽∗ 是含参模型 𝐟𝜃 中最大化类可

分度的最优特征。与原始 LDA模型中提取的最佳线性特征相比，基于深度学习的

最大相关回归将提取最大类可分度特征的想法推广到非线性特征提取中，具有更

为广泛的应用。

6.3.4.3 Softmax回归

与第 3.3节中的讨论对比可知，最大相关回归中使得 𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏)最小化的最优
的 𝐟 及 𝐠分别对应于 Softmax回归问题中的最优特征及权重，从而对最大相关回归

的分析可为神经网络中的特征提取机制的理解提供直接的帮助。

6.4 无监督特征提取

本节考察多模态的无监督学习问题中，从多模态变量中提取具信息性特征的

问题，并介绍基于局部信息几何方法的特征提取算法。基于对多变量局部信息几

何性质的分析，这里的讨论将 [76]中对一维最优特征的分析推广到任意 𝑘维，并
且设计了可从高维连续数据样本中提取最优特征的深度学习算法。

6.4.1 信息论意义下的最优无监督特征

给定字母集 𝒳𝑑 ≜ 𝒳1 ×⋯×𝒳𝑑上的离散随机变量𝑋𝑑 = (𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑)，记其联合
分布为 𝑃𝑋𝑑，则随机变量之间的公共结构可建模为高维隐变量𝑊，使得𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑

关于 𝑊 条件独立，亦即 𝑃𝑋𝑑 |𝑊 = Π𝑑
𝑖=1𝑃𝑋𝑖|𝑊，如图 6.2所示。以下考察从由 𝑃𝑋𝑑

生成的独立同分布样本中学习该公共结构的问题。注意到在通常的无监督学习场

景中，由于𝑊 与诸𝑋𝑖之间的相关性通常较为复杂，在标签及诸𝑋𝑖生成模型未知

的情形下 𝑊 难以直接辨识结构。基于此，我们转而考虑低维随机变量 𝑈 的学习
问题，以使其尽可能包含诸 𝑋𝑖 间的公共信息，从而可视为学习公共结构𝑊 具信

息性的属性。
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?

?

?

?
?

X1 X2 · · · · · ·

W

Xd

图 6.2 给定包含隐结构信息的变量𝑊 后随机变量 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑 条件独立
[76]

为刻画这样的 𝑈，将总相关① [77] (Total Correlation)作为多个随机变量之间的

公共信息度量，则属性 𝑈 所包含的有关诸 𝑋𝑖 公共结构的信息可由给定 𝑈 时总相
关减少的程度描述：

ℒ(𝑋𝑑|𝑈) ≜ 𝐷(𝑃𝑋𝑑 ‖𝑃𝑋1 ⋯ 𝑃𝑋𝑑 ) − 𝐷(𝑃𝑋𝑑 ‖𝑃𝑋1 ⋯ 𝑃𝑋𝑑 |𝑈).

我们希望在满足信息率约束② 𝐼(𝑈; 𝑋𝑑) ⩽ 𝛿 时，求解使得总相关减少量最大
的随机变量 𝑈 [76]：

maximize
𝑃𝑈𝑋𝑑

ℒ(𝑋𝑑|𝑈) (6­17a)

subject to 𝐼(𝑈; 𝑋𝑑) ⩽ 𝛿. (6­17b)

特别地，分析中将着重考虑低信息率机制下的 𝑈 ,对应于 𝛿非常小的情况，从
而所求解属性为描述公共结构最具代表性的低维属性。此外，我们自然地假设

min
𝑢

𝑃𝑈 (𝑢) > 𝛾, (6­18)

其中 𝛾 > 0为与 𝛿无关的常数。一般而言，优化问题 (6­17)没有解析解，但在小 𝛿
机制下，基于局部信息几何方法可将其解表示为某种联合分布矩阵的特征值分解。

① 给定随机变量 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑，总相关定义为联合分布与边缘分布乘积间的 K­L散度 𝐷(𝑃𝑋1⋯𝑋𝑑
‖𝑃𝑋1

⋯ 𝑃𝑋𝑑
)。

② 注意到 𝐼(𝑈; 𝑋𝑑)度量了 𝑈 所包含关于整个 𝑋𝑑 的信息总量，而 ℒ(𝑋𝑑|𝑈)度量了公共结构所蕴含的信息。
当 𝛿取值很小时，引入约束 𝐼(𝑈; 𝑋𝑑) ⩽ 𝛿意味着这里重点考察的是𝑊 的低维属性。

79



第 6章 机器学习算法设计

6.4.1.1 局部信息几何分析

为便于陈述，首先基于随机变量的两两联合分布，定义矩阵 B [78]

B =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

I(1) B12 ⋯ B1𝑑

B21 I(2) ⋯ B2𝑑

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
B𝑑1 B𝑑2 ⋯ I(𝑑)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(6­19)

其中，对所有 𝑖，I(𝑖)表示 |𝒳𝑖| × |𝒳𝑖|单位阵；对所有 𝑖 ≠ 𝑗，B𝑖𝑗 为对应的 (|𝒳𝑖| × |𝒳𝑗|)
散度转移矩阵 [参见 (2­3)]，其 𝑥𝑖行 𝑥𝑗 列元素为

𝐵𝑖𝑗(𝑥𝑖; 𝑥𝑗) =
𝑃𝑋𝑖𝑋𝑗 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗)

√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)√𝑃𝑋𝑗 (𝑥𝑗)
.

矩阵 B的特征值分解有如下性质。

引理 6.1： 令 B 的特征值与特征向量分别为 𝜆(0) ⩾ 𝜆(1) ⩾ ⋯ ⩾ 𝜆(𝑚−1) 以

及 𝝍 (0), 𝝍 (1), ⋯ , 𝝍 (𝑚−1)，其中 𝑚 ≜ ∑𝑑
𝑖=1 |𝒳𝑖| 为 B 的维度。此外，令 𝐯𝑖 为满足

𝑣𝑖(𝑥𝑖) = √𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)的 |𝒳𝑖|维向量，则
1. B为半正定矩阵，即 𝜆(𝑚−1) ⩾ 0。
2. 其最大特征值 𝜆(0) = 𝑑，且对应特征向量为 𝝍 (0) = 1

√𝑑 [𝐯T1 , ⋯ , 𝐯T𝑑]
T
。

3. 其第二大特征值 𝜆(1) ⩾ 1。
4. 其最小的 𝑑 − 1个特征值满足 𝜆(𝑚−𝑑+1) = ⋯ = 𝜆(𝑚−1) = 0，且对应的特征空间
由形如 𝝍 = [𝛼1𝐯T1 , ⋯ , 𝛼𝑑𝐯T𝑑]

T
、且诸 𝛼𝑖满足∑𝑑

𝑖=1 𝛼𝑖 = 0的向量张成。
5. 对任意 1 ⩽ ℓ ⩽ 𝑚 − 𝑑，若将对应特征向量 𝝍 (ℓ)分解为诸 |𝒳𝑖|维子向量 𝝍 (ℓ)

𝑖 ，

使得

𝝍 (ℓ) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝝍 (ℓ)
1
⋮

𝝍 (ℓ)
𝑑

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (6­20)

则对任意 𝑖，𝝍 (ℓ)
𝑖 正交于 𝐯𝑖。

证明 参见附录 D.7。 □

为便于分析，定义矩阵 B̃为

B̃ ≜ B − 𝑑 ⋅ 𝝍 (0)(𝝍 (0))T. (6­21)
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则由引理 6.1知，B̃特征值为 𝜆(1) ⩾ ⋯ ⩾ 𝜆(𝑚−𝑑) ⩾ 0 = 𝜆(𝑚−𝑑+1) = ⋯ = 𝜆(𝑚)，对应

特征向量 𝝍 (1), ⋯ , 𝝍 (𝑚−1), 𝝍 (0)。此外，定义一系列函数 𝑓 (ℓ)
𝑖 ∶ 𝒳𝑖 ↦ ℝ为

𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑥𝑖) =

𝜓 (ℓ)
𝑖 (𝑥𝑖)

√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)
, ∀ 𝑖, ℓ, (6­22)

其中 𝝍 (ℓ)
𝑖 为由 (6­20)给出的 𝝍 (ℓ) 的第 𝑖个子向量。于是，结合引理 6.1及 (6­22)

可知 𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖)为零均值函数且 ∑𝑑

𝑖=1 𝔼[(𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖))2] = 1。此外，这些函数可导出关

于 𝑈, 𝑋𝑑 联合分布的一个指数族，定义如下。

定义 6.3： 令 ℋ 为满足零均值及单位方差的函数 ℎ∶ 𝒰 ↦ ℝ 的集合，则关于
𝑈, 𝑋𝑑 的指数族 𝒫 (𝛿)

exp定义为

𝒫 (𝛿)
exp = {

1
𝑍 𝑃𝑈 (𝑢)𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑) ⋅ exp

⎛
⎜
⎜
⎝
√2𝛿 ℎ(𝑢)

√𝜆(1)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎞
⎟
⎟
⎠

∶ ℎ ∈ ℋ},

其中 𝑍 为归一化因子。

对给定𝑋𝑑，该指数族同时定义了由𝑋𝑑 生成的、联合分布取自 𝒫 (𝛿)
exp的一族随机变

量 𝑈。以下定理表明，在小 𝛿机制下优化问题 (6­17)的最优解可由该指数族刻画。

定理 6.2： 优化问题 (6­17a)最优值为

max
𝑃𝑈𝑋𝑑

ℒ(𝑋𝑑|𝑈) = 𝛿 (𝜆(1) − 1) + 𝑜(𝛿), (6­23)

且最优值可由 𝒫 (𝛿)
exp中的分布取得。此外，对任意使 (6­23)最优的 𝑃𝑈𝑋𝑑，存在分布

̂𝑃𝑈𝑋𝑑 ∈ 𝒫 (𝛿)
exp使得对任意 (𝑢, 𝑥𝑑) ∈ 𝒰 × 𝒳𝑑 都有

|𝑃𝑈𝑋𝑑 (𝑢, 𝑥𝑑) − ̂𝑃𝑈𝑋𝑑 (𝑢, 𝑥𝑑)| = 𝑜 (√𝛿) .

证明 参见附录 D.8。 □

根据定理 6.2，由𝑋𝑑 及 𝒫 (𝛿)
exp给出的诸随机变量 𝑈 为包含𝑋𝑑 间公共结构信息

量最大的诸属性。该信息可由基于 𝑋𝑑 估计 𝑈 的对数似然函数的导出：

log
𝑃𝑋𝑑 |𝑈=𝑢(𝑥𝑑)

𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
= √2𝛿ℎ(𝑢)

√𝜆(1)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖) + 𝑜 (√𝛿) . (6­24)

由上式可知，对数似然函数在不同的 𝑈 = 𝑢取值时幅度可能不同 (由于 ℎ(𝑢)不
同)，但都正比于函数∑𝑑

𝑖=1 𝑓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖)，从而函数空间 {𝛼 ∑𝑑

𝑖=1 𝑓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖)∶ 𝛼 ∈ ℝ}可解
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释为 𝑋𝑑 的函数空间中关于其公共结构最具信息性的一维子空间。注意该最优子

空间的求解过程与线性主成分分析 [79]类似，区别在于这里考虑的函数空间更具一

般性。之后进一步的分析可表明，这里求解最优子空间的方法可视为经典主成分

分析的一种非线性推广。

此外，由于 𝝍 (1)为 B的第二个特征向量，故其在所有与 𝝍 (0)正交的单位向量

中使得 𝝍TB𝝍 最大化。因此，由 (6­22)所定义的 𝑓 (1)
𝑖 (𝑋𝑖)为如下联合相关优化问

题的最优解：

maximize
𝑓𝑖 ∶ 𝒳𝑖↦ℝ, 𝑖=1,⋯,𝑑

𝔼
⎡⎢⎢⎣
∑
𝑖≠𝑗

𝑓𝑖(𝑋𝑖)𝑓𝑗(𝑋𝑗)
⎤⎥⎥⎦

subject to 𝔼 [𝑓𝑖(𝑋𝑖)] = 0, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑

𝔼
⎡⎢⎢⎣

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 2
𝑖 (𝑋𝑖)

⎤⎥⎥⎦
= 1, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑.

故求解函数表示 𝑓 (1)
𝑖 (𝑋𝑖), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑 本质上是在各 𝑋𝑖对应的一维函数子空间

中，使得这些子空间联合相关最大的选择。因此，这些子空间及对应的函数表示

包含较多关于随机变量间公共结构的信息。

6.4.1.2 具信息性的 𝑘维属性

除第一个特征向量 𝝍 (1) 外，B̃的其它特征向量实质上给出了描述公共结构的

最优 𝑘维属性的函数表示。为此，考虑关于 𝑘维属性 𝑈 𝑘 = (𝑈1, ⋯ , 𝑈𝑘)的如下优
化问题①：

maximize
𝑃𝑈𝑘𝑋𝑑

ℒ (𝑋𝑑|𝑈 𝑘) , (6­25)

其中 ℒ (𝑋𝑑|𝑈 𝑘)定义由 (6.4.1)给出，且作为优化变量的联合分布 𝑃𝑈𝑘𝑋𝑑 满足如下

约束：1)对任意 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘，𝑈𝑖 取自集合 𝒰𝑖；2) 𝛿 ⩾ 𝐼(𝑈1; 𝑋𝑑) ⩾ ⋯ ⩾ 𝐼(𝑈𝑘; 𝑋𝑑);
3)对任意 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑，存在某个与 𝛿 无关的常数 𝛾 > 0，使得 min𝑢𝑖∈𝒰𝑖 𝑃𝑈𝑖(𝑢𝑖) > 𝛾
成立；4) 𝑈1, ⋯ , 𝑈𝑘相互独立；5) 𝑈1, ⋯ , 𝑈𝑘关于 𝑋𝑑 条件独立。

为求解优化问题(6­25),首先引入与 𝑘维属性相关的指数族如下。

① 作为对比，CorEx [29] 对给定 𝑈𝑖 字母集大小，通过求解如下优化问题 [参见 [29] 中的等式 (4)] 选择属性
(𝑈1, ⋯ , 𝑈𝑘)：

maximize
𝑋𝐺𝑖 ,𝑃𝑈𝑖|𝑋𝐺𝑖

, 𝑖=1,⋯,𝑘

𝑘

∑
𝑖=1

ℒ (𝑋𝐺𝑖
|𝑈𝑖) ,

其中 {𝑋𝐺1
, ⋯ , 𝑋𝐺𝑘

}为集合 {𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑}的分划。
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定义 6.4： 给定 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘，令ℋ𝑖为满足零均值及单位方差的函数所构成的集合，

则关于 𝑈 𝑘, 𝑋𝑑 的指数族 𝒫 (𝛿)
exp,𝑘定会为

𝒫 (𝛿)
exp,𝑘 =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
𝑍𝑘

⎡⎢⎢⎣

𝑘

∏
𝑗=1

𝑃𝑈𝑖(𝑢𝑖)
⎤⎥⎥⎦

𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑) ⋅ exp
⎛
⎜
⎜
⎝
√2𝛿

𝑘0

∑
ℓ=1

ℎℓ(𝑢ℓ)
𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ

√𝜆(𝑗)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎞
⎟
⎟
⎠

∶ ℎℓ ∈ ℋℓ,Q = [𝑞𝑖𝑗]𝑘0×𝑘0 ,QTQ = I𝑘0

⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

其中 𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖)定义由 (6­22)给出，𝑍𝑘为归一化因子，𝑘0 = min{𝑘, 𝑘∗}且

𝑘∗ ≜ max{𝑖∶ 𝜆(𝑖) > 1} .

从而，优化问题(6­25)的最优解可用指数族 𝒫 (𝛿)
exp,𝑘表述如下。

定理 6.3： 优化问题 (6­25)的最优值为

max
𝑃𝑈𝑘𝑋𝑑

ℒ (𝑋𝑑|𝑈 𝑘) = 𝛿
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘0

∑
ℓ=1

𝜆(ℓ) − 𝑘0
⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑜(𝛿), (6­26)

且最优解可由 𝒫 (𝛿)
exp,𝑘 中分布取得。此外，对任意取得最优值 (6­26)的分布 𝑃𝑈𝑘𝑋𝑑，

存在分布 ̂𝑃𝑈𝑘𝑋𝑑 ∈ 𝒫 (𝛿)
exp,𝑘使得对任意 (𝑢𝑘, 𝑥𝑑) ∈ 𝒰1 × ⋯ × 𝒰𝑘 × 𝒳𝑑，有

|𝑃𝑈𝑘𝑋𝑑 (𝑢𝑘, 𝑥𝑑) − ̂𝑃𝑈𝑘𝑋𝑑 (𝑢𝑘, 𝑥𝑑)| = 𝑜 (√𝛿) .

证明 参见附录 D.9。 □

由定义 6.4及定理 6.3可知，当 𝑘 > 𝑘∗时，最优联合分布 𝑃𝑈𝑘∗𝑋𝑑 须取自 𝒫 (𝛿)
exp,𝑘∗，

并令最后 𝑘 − 𝑘∗属性 𝑈𝑘∗+1, ⋯ , 𝑈𝑘与 𝑋𝑑 独立。因此，仅有前 𝑘∗个属性可有效降

低总相关，该结论本质上建立了实际问题中属性维度 𝑘的确定准则。
注意到由定义 6.4可知最优的属性所对应的对数似然函数为∑𝑑

𝑖=1 𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑥𝑖)，ℓ =

1, ⋯ , 𝑘，该结果可视为对 (6­24)的 𝑘维推广。此外，根据附录 D.10可知由 (6­22)

定义的 𝑓 (ℓ)
𝑖 为如下问题的最优解：

maximize
𝑓 𝑖 ∶ 𝒳𝑖↦ℝ𝑘, 𝑖=1,⋯,𝑑

𝔼
⎡⎢⎢⎣
∑
𝑖≠𝑗

𝑓T
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓 𝑗(𝑋𝑗)

⎤⎥⎥⎦
(6­27a)

subject to 𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)] = 0, ∀ 𝑖 (6­27b)

𝔼
⎡⎢⎢⎣

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T
𝑖 (𝑋𝑖)

⎤⎥⎥⎦
= I𝑘, (6­27c)
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其中 I𝑘为 𝑘维单位阵。故对 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑，函数表示 𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖), ℓ = 1, ⋯ , 𝑘建立了𝑋𝑖

的 𝑘维函数子空间，以使得不同的 𝑋𝑖所对应子空间之间的联合相关最大化。

例 6.1 (二进制序列中的模式提取)： 令 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑟 ∈ {1, −1}为彼此独立的 Bern(1
2)

比特位，构造随机变量 𝑋𝑖 = 𝑏ℐ𝑖 ≜ (𝑏𝑗)𝑗∈ℐ𝑖 对应该随机比特的子集，其中 ℐ𝑖 ⊆
{1, ⋯ , 𝑟}为对应的指标集，则前述信息论方法实质上将提取出随机变量 𝑋𝑑 中出

现频率最高的比特模式。为方便陈述结果，定义 𝑤(ℐ)为集合 ℐ𝑖 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑)中包
含 ℐ 的集合的数量，即

𝑤(ℐ) ≜
𝑑

∑
𝑖=1

1{ℐ⊂ℐ𝑖}. (6­28)

此外，记∅ = 𝒥0, ⋯ , 𝒥2𝑟−1为 {1, ⋯ , 𝑟}的 2𝑟个子集，使其满足 𝑑 = 𝑤(𝒥0) ⩾ 𝑤(𝒥1) ⩾
⋯ ⩾ 𝑤(𝒥2𝑟−1)。于是由附录 D.11可知，该问题所对应矩阵 B的特征值为

𝜆(ℓ) = 𝑤(𝒥ℓ), ℓ = 0, ⋯ , 𝑚 − 1, (6­29)

其中 𝑚 = ∑𝑑
𝑖=1 2|ℐ𝑖|为矩阵 B的维度。因此，矩阵 B的特征值 𝜆(ℓ)实质上等于相应

的比特模式 𝑏𝒥ℓ 出现在诸 𝑋𝑖中的次数，故最大特征值对应出现频率最高的比特模

式。此外对于 𝜆(ℓ) > 0，相应的由 (6­22)所定义的函数 𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖) (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑)为

𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖) =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1
√𝑤(𝒥ℓ) ∏

𝑗∈𝒥ℓ

𝑏𝑗 若𝒥ℓ ⊂ ℐ𝑖

0 其他情况.
(6­30)

因此，𝑋𝑑 的第 ℓ个最优函数表示 (参见第 6.4.1.2节)为

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖) = √𝑤(𝒥ℓ) ∏

𝑗∈𝒥ℓ

𝑏𝑗 ,

其仅取决于 𝒥ℓ中的那些比特位。

为具体阐释前述性质，构造 𝑟 = 𝑑 = 3，𝑋1 = {𝑏1, 𝑏2}, 𝑋2 = {𝑏2, 𝑏3}，且
𝑋3 = {𝑏1, 𝑏3}，则对 {1, 2, 3}的所有子集，(6­28)所定义的函数 𝑤(⋅)的取值分别为

𝑤(∅) = 3, 𝑤({1}) = 𝑤({2}) = 𝑤({3}) = 2,

𝑤({1, 2}) = 𝑤({2, 3}) = 𝑤({3, 1}) = 1, 𝑤({1, 2, 3}) = 0.

故相应的 B的该特征值为

𝜆(0) = 3, 𝜆(1) = 𝜆(2) = 𝜆(3) = 2,
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𝜆(4) = 𝜆(5) = 𝜆(6) = 1, 𝜆(7) = 0.

此外，对应的 𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖)将满足

3

∑
𝑖=1

𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖) = √2𝑏ℓ, ℓ = 1, 2, 3,

以及

3

∑
𝑖=1

𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑏1𝑏2 ℓ = 4

𝑏2𝑏3 ℓ = 5

𝑏3𝑏1 ℓ = 6.

6.4.2 最优特征提取算法

基于前述具信息性函数表示的信息论分析，本节介绍可用于实践的最优函数

算法。给定𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑 的数据样本，一个自然的想法为：计算样本经验分布所对应

的 B矩阵，并求其特征值分解。但该方法难以实践因为：(1)样本数不足以准确地

估计相应的联合分布；(2)实际数据所对应 B矩阵维度过大，无法直接计算特征值

分解。

6.4.2.1 多元交替条件期望算法

除直接计算特征值分解的方法外，可使用幂法 [80]完成矩阵的特征向量的高效

求解。对给定矩阵及初始向量，幂法重复执行矩阵向量间的乘法操作，且若所有

特征值非负，幂法可线性收敛至最大特征值所对应的特征向量。为使用幂法计算

B的第二个特征向量，这里初始向量选为 𝝍 = [𝝍T
1 ⋯ 𝝍T

𝑑 ]
T
并使得对任意 𝑖，𝝍𝑖

与 𝐯𝑖 正交。该条件可保证 𝝍 正交于 𝝍 (0)。又因 B半正定，在 𝝍 与第二个特征向
量 𝝍 (1)不正交的条件下，𝝍 将收敛至 𝝍 (1)。具体地，重复执行矩阵乘法 𝝍 ← B𝝍，
或等价地表示为：对所有 𝑖，

𝝍𝑖 ← 𝝍𝑖 + ∑
𝑗≠𝑖

B𝑖𝑗𝝍𝑗 . (6­31)

若将 𝜓𝑖视为向量并引入对应函数 𝑓𝑖(𝑥𝑖) = 𝜓𝑖(𝑥𝑖)/√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)，则根据命题 2.3可

将 (6­31)等价表示为对函数的条件期望操作：

𝑓𝑖(𝑋𝑖) ← 𝑓𝑖(𝑋𝑖) + 𝔼
⎡⎢⎢⎣
∑
𝑗≠𝑖

𝑓𝑗(𝑋𝑗)
|
|
||
𝑋𝑖

⎤⎥⎥⎦
, (6­32)
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算法 7多元交替条件期望 (Multivariate ACE，MACE)算法 [76]

Require: 随机变量 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑 的数据样本 𝑥(ℓ) = (𝑥(ℓ)
1 , ⋯ , 𝑥(ℓ)

𝑑 ), ℓ = 1, ⋯ , 𝑛
1: 初始化：随机选取零均值函数 𝑓 = (𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑑).
2: repeat

3: 求解交替条件期望：𝑓𝑖(𝑋𝑖) ← 𝑓𝑖(𝑋𝑖) + 𝔼 [∑𝑗≠𝑖 𝑓𝑗(𝑋𝑗)|𝑋𝑖] .

4: 归一化：𝑓𝑖(𝑋𝑖) ← 𝑓𝑖(𝑋𝑖)/√𝔼 [∑𝑑
𝑖=1 𝑓 2

𝑖 (𝑋𝑖)].

5: until 𝔼 [∑𝑖≠𝑗 𝑓𝑖(𝑋𝑖)𝑓𝑗(𝑋𝑗)]值停止增长。

算法 8 𝑓 (𝑘)的计算 [76]

Require: 随机变量 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑 的样本 𝑥(𝑖) = (𝑥(𝑖)
1 , ⋯ , 𝑥(𝑖)

𝑑 ), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛，以及计算所
得函数 𝑓 (1), ⋯ , 𝑓 (𝑘−1)。

1: 初始化：随机选取零均值函数 𝑓 (𝑘) = (𝑓 (𝑘)
1 , ⋯ , 𝑓 (𝑘)

𝑑 ).
2: repeat

3: 对 𝑓 (𝑘)执行算法 7的第 3至 4行的操作.

4: Gram­Schmidt正交化过程：𝑓 (𝑘) ← 𝑓 (𝑘) − ∑𝑘−1
ℓ=1⟨𝑓 (ℓ), 𝑓 (𝑘)⟩ ⋅ 𝑓 (ℓ)

5: until 𝔼 [∑𝑖≠𝑗 𝑓 (𝑘)
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓

(𝑘)
𝑗 (𝑋𝑗)]值停止增长。

故幂法可转化为相应的交替条件期望算法 [42]，如算法 7 所示。可通过算法计算

第 6.4.1节中导出的最优函数表示，其中 𝝍𝑖 与 𝐯𝑖 正交约束对应于算法初始化步骤

中对函数零均值的要求。

6.4.2.2 基于特征值分解的 𝑘维函数表示求解

可进一步推广算法 7将其用于前 𝑘个特征向量 𝝍 (1), ⋯ , 𝝍 (𝑘) 及相应函数表示

的计算。为描述该计算过程，首先将第 ℓ个函数表示记为 𝑓 (ℓ) = (𝑓 (ℓ)
1 , ⋯ , 𝑓 (ℓ)

𝑑 )，其
中 𝑓 (ℓ)

𝑖 定义由 (6­22)给出。则因对 ℓ ⩽ 𝑘 − 1，𝝍 (𝑘) 都正交于 𝝍 (ℓ)，可类似于 𝑓 (1)

使用幂法计算第 𝑘个函数表示 𝑓 (𝑘)，但需引入额外的正交性约束

⟨𝑓 (ℓ), 𝑓 (𝑘)
⟩ ≜

𝑑

∑
𝑖=1

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓

(𝑘)
𝑖 (𝑋𝑖)] = 0, ℓ ⩽ 𝑘 − 1

以保证其与前 𝑘 − 1 个函数表示的正交性。故可结合算法 7 中的幂法及 Gram–

Schmidt正交化过程用于计算 𝑓 (𝑘)，具体过程如算法 8所示。注意算法 7及算法 8

的计算复杂度均与数据集大小呈线性关系，从而比直接计算 B奇异值分解要更为

高效。
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6.4.2.3 高维数据中的最优函数表示提取

尽管一般情况下算法 8所需样本数比直接估计联合分布以及矩阵 B (或 B̃)要

少，为得到相对准确的条件期望估计 (6­32)，训练样本数仍需要达到 𝑋𝑖 字母集大

小的量级。该样本数的要求在实际处理高维或连续数据时往往难以满足。针对该

应用场景，下面建立基于深度神经网络的具信息性函数表示的学习框架，其中关

键思路为：根据 Eckart–Young–Mirsky定理 [56]，B̃的前 𝑘 ⩽ 𝑚个特征向量可通过以
下低秩恢复问题计算：

𝚿∗ = argmin
𝚿∈ℝ𝑚×𝑘

‖B̃ − 𝚿𝚿T‖
2
F (6­33)

其中𝚿∗的列空间为 B̃前 𝑘特征向量张成的子空间. 由无约束优化问题 (6­33)可给

出基于神经网络的具信息性函数提取所对应的损失函数。

命题 6.5： 对任意 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑，令 𝚿𝑖 表示相应的 |𝒳𝑖| × 𝑘 子矩阵使得 𝚿 =

[𝚿T
1 ⋯ 𝚿T

𝑑]
T
，并定义 𝑘维函数 𝑓 𝑖 ∶ 𝒳𝑖 ↦ ℝ𝑘为 𝑓 𝑖(𝑥𝑖) = 𝚿T

𝑖 (𝑥𝑖)/√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)，其中
𝚿𝑖(𝑥𝑖)表示矩阵 𝚿𝑖的第 𝑥𝑖行。则

‖B̃ − 𝚿𝚿T‖
2
F = ‖B̃‖

2
F − 2𝐻 (𝑓 1(𝑋1), ⋯ , 𝑓 𝑑(𝑋𝑑)) , (6­34)

其中

𝐻 (𝑓 1(𝑋1), ⋯ , 𝑓 𝑑(𝑋𝑑)) ≜
𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

𝐻 (𝑓 𝑖(𝑋𝑖), 𝑓 𝑗(𝑋𝑗)) ,

且对任意 𝑖, 𝑗，𝐻 (𝑓 𝑖(𝑋𝑖), 𝑓 𝑗(𝑋𝑗))定义为

𝐻 (𝑓 𝑖(𝑋𝑖), 𝑓 𝑗(𝑋𝑗)) ≜ 𝔼 [𝑓T
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓 𝑗(𝑋𝑗)] − (𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)])

T
𝔼 [𝑓 𝑗(𝑋𝑗)]

− 1
2 tr{𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T

𝑖 (𝑋𝑖)] 𝔼 [𝑓 𝑗(𝑋𝑗)𝑓T
𝑗 (𝑋𝑗)]} .

证明 参见附录 D.12. □

注意到对零均值的 𝑓 𝑖(𝑋𝑖) 及 𝑓 𝑗(𝑋𝑗)，𝐻 (𝑓 𝑖(𝑋𝑖), 𝑓 𝑗(𝑋𝑗)) 定义与定义 3.4 中

的 H 评分函数一致，因此这里将 𝐻 (𝑓 1(𝑋1), ⋯ , 𝑓 𝑑(𝑋𝑑)) 称为多元 H 评分函数

(Multivariate H­score, MH­score)，则由 (6­34) 求解具信息性函数表示的优化问题

(6­33)等价于

max
𝑓𝑖 ∶ 𝒳𝑖↦ℝ𝑘, 𝑖=1,⋯,𝑑

𝐻 (𝑓 1(𝑋1), ⋯ , 𝑓 𝑑(𝑋𝑑)) , (6­35)
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NN1 NN2 ⋯ NN𝑑

𝑋1 𝑋2 𝑋𝑑

多元 H 评分估计器

𝐻 (𝑓 1(𝑋1), ⋯ , 𝑓 𝑑(𝑋𝑑))

𝑓 1(𝑋1) 𝑓 2(𝑋2) 𝑓 𝑑(𝑋𝑑)

图 6.3 估计最优函数表示的神经网络结构，其中第 𝑖个子网络 NN𝑖用于从输入𝑋𝑖中提取
特征 𝑓

𝑖
(𝑋𝑖)。

此外，由于 H评分函数可从数据样本中高效地求得 (具体算法可参考 [71]中的算

法 1),多元 H评分函数亦可有效地从数据样本中估计得出。基于此，可由优化问题

(6­35)得出神经网络训练框架如下：给定𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑 的训练样本，设计 𝑑个神经网
络，其中神经网络 NN𝑖以 𝑋𝑖为输入，生成表示 𝑓 𝑖(𝑋𝑖)。接着，训练神经网络权重
以最小化负的多元 H评分函数，则具信息性的函数表示由训练所得的 𝑑 个神经网
络生成，如图 6.3所示。与 MACE算法相比，该方法借助了深度神经网络在特征

表示方面的优势，从而可针对输入数据的特性进行高效的最优特征提取。

6.4.3 与其他机器学习问题的联系

本节给出所求最优函数表示与 HGR最大相关问题，线性主成分分析 [79] 及一

致函数映射 [81]的联系，从而可为已有机器学习算法提供信息论角度的解释。

6.4.3.1 HGR最大相关问题

为说明这里无监督特征提取方法与 HGR最大相关问题的联系，注意若 𝑑 = 2
则 第 6.4.1 节给出的最优函数恰好是两个随机变量间的最大相关函数 (可参考定

义 2.4)。此外，一般情况下求解最优函数表示的问题可视为对最大相关的多元推广

[对比 (6­27)的优化问题]：

定义 6.5： 对取值在离散集合 𝒳𝑖 ( 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑)上的联合随机变量 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑，广

义最大相关定义为

𝜌∗(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑) ≜ max 1
𝑑 − 1𝔼

⎡⎢⎢⎣
∑
𝑖≠𝑗

𝑓𝑖(𝑋𝑖)𝑓𝑗(𝑋𝑗)
⎤⎥⎥⎦

(6­36)
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其中对所有 𝑖，函数 𝑓𝑖 ∶ 𝒳𝑖 ↦ ℝ满足约束 𝔼 [𝑓𝑖(𝑋𝑖)] = 0, 𝔼 [∑𝑑
𝑖=1 𝑓 2

𝑖 (𝑋𝑖)] = 1。

易验证相关系数满足 0 ⩽ 𝜌∗(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑) ⩽ 1，且 𝜌∗(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑) = 0当且仅当随机
变量 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑑 两两独立。

除上述定义外，之前的若干工作也研究了最大相关性的多元推广。如网络最大

相关 [82](NetworkMaximal Correlation, NMC)定义了类似于 (6­36)的相关性度量，不

同之处在于 [82]的约束条件为 𝔼 [𝑓𝑖(𝑋𝑖)] = 0, 𝔼 [𝑓 2
𝑖 (𝑋𝑖)] = 1, ∀ 𝑖。此外，[83]定义了

最大相关主成分分析 (Maximally Correlated Principal Component Analysis, MCPCA)

方法，并说明了在特定情况下MCPCA的解也对应 B̃的第一个特征向量 (参见 [83]

中的定理 5)。与这些工作相比，这里提出的方法本质上通过研究提取多随机变量

共同结构的问题，给出了信息论意义上对最大相关性的推广，且可指导实用算法

设计。

6.4.3.2 线性主成分分析

第 6.4.1节中所研究的函数表示也可看作是线性主成分分析 [79]的非线性推广。

为说明该联系，考察多维数据样本 𝑥(ℓ) = (𝑥(ℓ)
1 , ⋯ , 𝑥(ℓ)

𝑑 ) ∈ ℝ𝑑 , ℓ = 1, ⋯ , 𝑛。不
失一般性，设该多维样本每个维度都满足零均值及单位方差的条件，亦即对所有

𝑖，∑𝑛
ℓ=1 𝑥(ℓ)

𝑖 = 0, 1
𝑛 ∑𝑛

ℓ=1(𝑥(ℓ)
𝑖 )2 = 1。则线性主成分分析通过求解单位向量 𝑤 =

(𝑤1, ⋯ , 𝑤𝑑)以最大化∑𝑛
ℓ=1⟨𝑤, 𝑥(ℓ)⟩2，该问题等价于在约束条件

1 =
𝑑

∑
𝑖=1

𝑤2
𝑖 =

𝑑

∑
𝑖=1

𝔼 [(𝑤𝑖𝑋𝑖)
2
] , (6­37)

下最大化函数

1
𝑛

𝑛

∑
ℓ=1

∑
𝑖≠𝑗

(𝑤𝑖𝑥
(ℓ)
𝑖 ) (𝑤𝑗𝑥(ℓ)

𝑗 ) = 𝔼
⎡⎢⎢⎣
∑
𝑖≠𝑗

(𝑤𝑖𝑋𝑖) ⋅ (𝑤𝑗𝑋𝑗)
⎤⎥⎥⎦

, (6­38)

其中 (6­38)与 (6­37)的期望分别取在样本经验分布 𝑃𝑋𝑖𝑋𝑗 及 𝑃𝑋𝑖上。对照定义 6.5可

知，这里研究的最优函数表示将线性主成分分析推广到了一般的函数空间。需要

指出的是，[33]通过局部几何方法，对服从 Gaussian分布的数据给出了主成分分

析的非线性推广，而此处研究的方法本质上为主成分分析在一般离散数据上的另

一个推广。

6.4.3.3 一致函数映射

给定一系列三维形状，从中提取对形状描述的公共成分是计算机视觉中的典

型问题。例如，给定不同形态的三维椅子模型以及形态间的 (有噪)映射，从中恢
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𝑥𝑖 ∶ ⋯
𝑦𝑖 ∶ ⋯

(a)数据样本

−2.5 −2.0 −1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

−1.5

−1.0

−0.5
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0.5

1.0

1.5

(b)估计所得 𝐟(𝑋)
−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

(c)估计所得 𝐠(𝑌 )

图 6.4 用于实验的MNIST图像对及所导出的二维最大相关函数

复关于椅子的结构信息。一致函数映射 (Consistent Functional Map) [81,84­85] 是提取

该公共结构的一个有效方法，其主要思路为将公共结构建模为三维形状所在函数

空间的低维子空间，并将给定的形状间的有噪映射建模为所对应函数空间之间的

转移映射 (Transition Map)。在此基础上，一致函数映射方法希望求解不同形状函

数空间的低维子空间，且该子空间为任意到自身的转移映射的不变子空间。

一致函数映射与前述特征提取方法类似，且形状间转移映射类比于随机变量

间的映射。实际上，若将形状 𝑖与形状 𝑗 间有噪映射记为M𝑖𝑗 [参见 [81]式 (8)中

的𝑋⋆
𝑖𝑗 ]，只需将 (6­19)中 B的块 B𝑖𝑗 替换为形状间的有噪映射M𝑖𝑗，则一致函数映

射方法所求子空间可表示对应矩阵的特征值分解。因此，前述特征提取方法可视

为对一致函数映射方法在随机变量上的拓展，其应用范围将更广泛。

6.5 实验结果

为验证所设计算法的性能，本节在实际数据集上开展了一系列相关实验。

6.5.1 最大相关函数提取

本实验中考察从统计相关的图像中计算最大相关函数。为此，令 𝑋 和 𝑌 均为
MNIST数据集的图像，且对应标签满足 𝑙(𝑋) ∈ {0, 1, 2, 3, 4}及 𝑙(𝑌 ) = 𝑙(𝑋) + 5，如
图 6.4(a)所示。由于𝑋与 𝑌 对应标签满足一一映射关系，故𝑋与 𝑌 的统计关联性
很强。具体地，为生成这样的样本对，首先将数据集所有中所有标签为 {0, 1, 2, 3, 4}
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表 6.1 由优化 H评分函数及 CA­NN [87]分别计算所得最大相关函数的分类准确率 [%]

有效维度① 2 3 4

优化 H评分函数所得 𝐟 98.7 99.3 99.8
CA­NN所得 𝐟 97.0 98.4 99.7

优化 H评分函数所得 𝐠 97.5 98.7 99.4
CA­NN所得 𝐠 94.8 97.5 99.2

① 有效维度定义为所提取的相关模式的数量，等同于优化 H评分函数方法中 NN𝐟 与 NN𝐠 输出特征的维度。

但由于 CA­NN所提取的特征包含常数函数所对应的平凡模式，因此其有效维度比特征维度要少 1维，即：
为取得有效维度 𝑘，CA­NN网络输出维度应设为 𝑘 + 1。

的样本作为 {𝑥𝑖}𝑛
𝑖=1；在此基础上，对每个 𝑥𝑖，在数据集中随机选择标签为 [𝑙(𝑥𝑖)+5]

的样本作为 𝑦𝑖；最后将这些 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)随机分为数据集与训练集。
接着采用图 6.5所示卷积神经网络作为 NN𝐟 与 NN𝐠 以提取 𝑘 = 2维最大相关

函数，使用 ADADELTA [86] 为优化器训练整个网络 100期，其中小批量大小设为

128。所提取的最大相关函数 𝐟 及 𝐠分别如图 6.4(b)及图 6.4(c)所示。从图中可以

发现，尽管训练过程不依赖于标签，所提取特征自然包含了标签 𝑙(𝑥𝑖)与 𝑙(𝑦𝑖)的信
息。为进一步量化提取特征的性能，将特征 𝐟 (𝑥𝑖)送入单层神经网络构成的线性的
分类器 (等价于 Softmax回归)用于预测标签 𝑙(𝑥𝑖)，可得测试准确率为 98.7%。与

之类似，基于 𝐠(𝑦𝑖)预测 𝑙(𝑦𝑖)的测试准确率为 97.5%。

进一步展开 𝑘 = 3, 4的实验，并将结果与同样用于求解最大相关函数的方法
CA­NN (Correspondence Analysis Neural Network) [87]作对比，相应结果由表 6.1给

出。由表中结果可知，与 CA­NN相比，基于神经网络的方法可以更有效地提取图

像对中的隐藏模式。

6.5.2 最大相关回归

为考察最大相关回归在实际应用中的性能，在深度学习领域常用的数据集开

展相关实验，包括 MNIST [10], CIFAR­10 [89], CIFAR­100 [89] 等。为与经典的基于

Softmax层与对数损失函数 (Log Loss)的深度学习框架 (简记为 SL)进行性能对比，

构造经典学习框架的对照组 SL。对照组中特征提取的网络结构 𝐟𝜃与最大相关回归

一致，但采用经典的 Softmax层生成对后验概率 𝑃𝑌 |𝑋 的估计，并通过最小化对数

损失函数估计网络参数。
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输入图像: 28 × 28

卷积层: 3 × 3 × 32

卷积层: 3 × 3 × 64

最大池化层: 2 × 2

Dropout (0.25)

展平层

全连接层

𝑘 维输出

图 6.5 从 MNIST数据集中提取特征的卷积神经网络结构，其中网络中的可训练参数用
灰色的模块标出，Dropout模块的细节可参考 [88]。

表 6.2 最大相关回归在MNIST数据集上测试准确率 (均值 ±标准差)与训练样本数的关
系，及与经典 SL神经网络上实验结果的对比。

训练样本数 最大相关回归 [%] SL [%]

200 82.11 ± 0.83 77.75 ± 0.92
400 90.73 ± 0.35 84.70 ± 0.88
800 94.77 ± 0.16 91.83 ± 0.33
1000 95.58 ± 0.31 92.94 ± 0.38
1600 96.45 ± 0.14 94.80 ± 0.15
2000 96.94 ± 0.17 95.45 ± 0.18

6.5.2.1 MNIST数据集

这里采用一个简易的两层卷积神经网络从 MNIST数据集 [10] 中提取特征，如

图 6.5所示。实验中特征维度设为 𝑘 = 10。对最大相关回归与经典 SL模型所对应

的网络，均使用 ADADELTA [86]训练 100期，其中学习率设为 1.0且衰减因子设为

0.95，小批量大小设为 32。当在训练集中所有 60,000张图像上训练网络时，两个

网络测试准确率均为 98.9%。进一步考察网络在小训练样本下的性能。具体而言，

当只使用训练集前 𝑛个样本时，所得测试准确率随 𝑛的变化关系如表 6.2所示，其

中准确率的结果基于 10次重复实验。可见与经典 SL网络对比，最大相关回归可

取得更好的性能，尤其是在小样本的场景下。

为深入理解该性能增益，考察当训练样本数 𝑛 = 1000时，分别由最大相关回
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图 6.6 基于 𝑛 = 1000训练样本，由最大相关回归与经典 SL网络在 MNIST测试集上所
提取特征 𝐟𝜃 的可视化。

归及经典 SL模型在测试集上所提取的特征 𝐟𝜃。具体地，使用 t­SNE [90]将 10维的

𝐟𝜃 可视化到二维平面，如图 6.6所示。该结果表明最大相关回归具有更大的类可分

度，与第 6.3.4.2节中相关讨论一致。

6.5.2.2 CIFAR­10

进一步地，在 CIFAR­10 [89] 数据集上开展相关实验，该数据及包括 50,000训

练图片及 10,000个测试图片，数据一共可分为 10类。具体而言，用 ResNet­18 [4]

从数据集中提取维度为 𝑘 = 512的特征 𝐟𝜽，并采用 [4]中介绍的针对 SL模型设计

的训练设置如下：使用权重衰减为 5 × 10−4、动量值为 0.9的随机梯度下降法，分

别训练最大相关回归及 SL模型至 350期。在训练过程中，学习率初始值设为 0.1

且分别在第 150及 250期减少为原值的 1/10。除此之外，这里采用如下的数据增

强 [4] 方法：首先将图像每边填充 4个像素，并从该图像或其水平翻转图像中随机

裁剪出 32 × 32大小的图像。当小批量大小分别取 64、128、256及 512时，表 6.3

给出了最大相关回归与经典方法对应的测试准确率，其中均值与标准差为 10次重

复试验的结果。

此外，图 6.7给出了当小批量大小取 128时，两个方法在训练过程中的训练准

确率及测试准确率。上述结果表明，在分类任务上最大相关回归可取得与经典方

法相当的性能。值得指出的是，实验中并未针对最大相关回归方法微调训练超参

数，而是直接使用在经典模型上调好的超参数，因此实践中最大相关回归的性能

仍有一定的提升空间。
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表 6.3 最大相关回归在 CIFAR­10数据集上测试准确率 (均值 ±标准差)与小批量大小的
关系，及与经典 SL神经网络上实验结果的对比。

小批量大小 最大相关回归 [%] SL [%]

64 94.30 ± 0.24 94.92 ± 0.16
128 94.87 ± 0.08 95.20 ± 0.11
256 95.02 ± 0.10 95.33 ± 0.12
512 94.56 ± 0.25 95.00 ± 0.15
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图 6.7 最大相关回归在 CIFAR­10 数据集上的测试与训练准确率及与经典 SL 模型的对
比

6.5.2.3 CIFAR­100

基于与前述 CIFAR­10实验类似的设置，进一步在 CIFAR­100 [89] 数据集上研

究算法的性能，该数据集共包含 100类数据。这里同样采用 ResNet­18网络由输入

图像中提取 𝑘 = 512维的特征，并采用针对 SL模型调节的训练参数。具体地，使

用随机梯度下降法对最大相关回归模型与 SL模型分别训练 200期，其中权重衰减

设为 5 × 10−4，动量设为 0.9。在训练过程中，学习率初始值设为 0.1且分别在第

60、120及 160期减少为原值的 1/5。在数据增强方法上，除采用 CIFAR­10实验中

的填充、裁剪及翻转操作外，还对图像进行了 −15∘ 至 15∘ 间的随机旋转。当小批

量大小分别取 64、128、256及 512时，表 6.4给出了最大相关回归与经典方法对应

的测试准确率，其中均值与标准差为 10次重复试验的结果。当小批量大小取 128

时，两个方法在训练过程中的训练准确率及测试准确率如图 6.8所示。尽管未针对

最大相关回归方法优化训练超参数，上述结果表明最大相关回归可以取得与经典
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表 6.4 最大相关回归在 CIFAR­100数据集上测试准确率 (均值 ±标准差)与小批量大小
的关系，及与经典 SL神经网络上实验结果的对比。

小批量大小 最大相关回归 [%] SL [%]

64 74.16 ± 0.28 76.34 ± 0.22
128 75.11 ± 0.23 75.76 ± 0.16
256 75.15 ± 0.20 75.14 ± 0.28
512 74.40 ± 0.17 74.35 ± 0.20
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图 6.8 最大相关回归在 CIFAR­100数据集上的测试与训练准确率及与经典 SL模型的对
比

SL方法相当的性能。特别地，由表 6.4可知，当小批量大小设为 256或 512时，最

大相关回归可以取得更好的性能；此外，由图 6.8可知，最大相关回归测试准确率

与训练准确率的差距相比经典方法更小，因此最大相关回归过拟合程度相对较轻。

6.5.3 无监督特征提取

为检验所设计的无监督特征提取算法在应用中的性能，这里在 MNIST [10] 手

写体数据集上开展一系列实验。在MNIST数据集中，共有 𝑛 = 60 000个训练图像，
每个图像均由 28 × 28的灰度值在 0到 255之间的像素构成，且与 “0”到 “9”之间

的某个标签对应，以表示图像中手写体对应的数字。尽管该问题为有监督学习问

题，实验结果表明算法 8与第 6.4.2.3节中讨论的低秩近似方法都可以在没有标签

信息的情况下用于图像的特征提取，且这些以无监督方式提取的特征可在分类任

务上取得良好的性能。

为明确MNIST识别问题中的诸随机变量𝑋𝑖，这里采用 [76]中的划分方式，将
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图 6.9 将MNIST图像划分为 8 × 8 = 64个 6 × 6的子图像，使得相邻子图像有 3像素的
重合 [76]。

每个图片样本分为 8 × 8 = 64个有交叠的 6 × 6子图像，且每两个相邻子图像之间
交叠 3个像素，如图 6.9所示。通过该划分过程可避免直接考虑所有像素之间的

相关性，在有效降低训练复杂度的同时获得相邻像素的相关性。于是第 𝑖个子图像
可视为随机变量𝑋𝑖，𝑖 = 1, ⋯ , 64。因此，若将MNIST数据集中第 ℓ个样本的 𝑖个
子图像记为 𝑥(ℓ)

𝑖 ，则每个随机变量 𝑋𝑖均对应 𝑛个训练样本 𝑥(1)
𝑖 , ⋯ , 𝑥(𝑛)

𝑖 。此外，我

们将第 ℓ个样本对应标签记为 𝑧ℓ ∈ {0, ⋯ , 9}。

6.5.3.1 多元交替条件期望算法

为便于应用多元交替条件期望算法 (算法 8)，这里采用 [76]中的图像预处理

方式：首先，以 40为阈值，将图像灰度量化为二元取值 “0”和 “1”。经量化后，每

个 𝑥(ℓ)
𝑖 均为 36维的二元向量，故字母集大小为 |𝒳𝑖| = 236。为进一步降低字母集

规模,对每个子区域 𝑖遍历所有 𝑛个训练图像以得到所有 {0, 1}36 中可取到的二元

向量，再将这些二元向量映射到更小的字母集，使 Hamming距离不超过 3的两个

二元向量划分到同一个字母集。该量化过程可总结为算法 9。

经预处理之后得 64 个随机变量 𝑋𝑖，且第 ℓ 个图像对应于 64 维向量

(𝑥(ℓ)
1 , ⋯ , 𝑥(ℓ)

64 ), ℓ = 1, ⋯ , 𝑛。应用算法 8 计算每个随机变量 𝑋𝑖 对应的 𝑘 个特征
𝑓𝑖 = (𝑓 (1)

𝑖 , ⋯ , 𝑓 (𝑘)
𝑖 )，该计算过程将第 ℓ个预处理后的图像映射为 64𝑘维的评分函

数

𝑠ℓ = (𝑓1(𝑥(ℓ)
1 ), ⋯ , 𝑓64(𝑥(ℓ)

64 )) ,
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算法 9字母集归约的量化过程

Require: 训练样本 {𝑥(ℓ)
𝑖 ∶ ℓ = 1, ⋯ , 𝑛}

1: 初始化：令 𝒳𝑖 ← ∅.

2: for ℓ = 1 ∶ 𝑛 do
3: if ∃ 𝑥 ∈ 𝒳𝑖使得 𝑑𝐻 (𝑥, 𝑥(ℓ)

𝑖 ) ⩽ 3. then
4: 𝑥(ℓ)

𝑖 ← 𝑥.
5: else

6: 𝒳𝑖 ← 𝒳𝑖 ∪ {𝑥(ℓ)
𝑖 }

7: end if

8: end for

从而完成了图像的非线性特征提取。需要注意的是，该特征提取过程仅与图像样

本有关，无需利用标签信息。

在计算得评分函数之后，接着训练线性支持向量机 (Support Vector Machine，

SVM) [91] 利用所提取特征 𝑠ℓ, ℓ = 1, ⋯ , 𝑛对标签 𝑧ℓ 进行分类。为在测试集上检验

该线性分类器的性能，对测试集图片应用相同的预处理并通过 𝑓𝑖 将预处理图像映

射为 (64𝑘)维的评分向量，再用之前训练好的支持向量机预测相应的标签，所得错
误率与 𝑘的关系如下表所示。

𝑘 4 8 12 16 20 24

误差率 [%] 4.74 2.44 2.36 2.21 2.15 2.08

注意该方法使用一层具信息性的评分函数将图像映射到特征空间，再对映射

所得特征应用线性分类器，可得到与含两层 Sigmoid函数的神经网络类似的性能

(由 3 层全连接网络所得错误率为 2.95%，其中两个隐层节点数分别 500 及 150

个 [2,10])。需要指出的是，神经网络的方法需基于图像的标签信息进行特征提取，而

这里使用的无监督方法基于子图像之间的结构相关性，只利用了图像本身的信息。

因此，该结果实质上阐释了有关随机变量公共结构的信息在实践中的应用。

6.5.3.2 基于神经网络框架的函数表示求解

应用第 6.4.2.3节的方法，首先搭建 64个神经网络 NN1, ⋯ ,NN64 用于生成图

像的表示 𝑓 1(𝑋1), ⋯ , 𝑓 64(𝑋64)，其中每个子网络 NN𝑖包含两个卷积层，具体结构如

图 6.10所示。使用负的多元 H评分 −𝐻 (𝑓 1(𝑋1), ⋯ , 𝑓 64(𝑋64))作为损失函数，可
训练这 64个自网络的参数并获得最优的函数表示。
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NN𝑖
输入图像 𝑋𝑖: 6 × 6

卷积层: 2 × 2 × 16

卷积层: 2 × 2 × 32

最大池化层: 2 × 2

Dropout (0.25)

展平层

全连接层

𝑘 维输出: 𝑓 𝑖(𝑋𝑖)

图 6.10 用于从输入 𝑋𝑖 中提取特征 𝑓
𝑖
(𝑋𝑖)的神经网络 NN𝑖 的结构

在训练集上所提取的函数表示基础上，训练线性支持向量机用于分类任务，并

将训练好的支持向量机用于识别测试集，可得不同 𝑘对应的分类误差率如下所示。

𝑘 4 8 12 16 20 24

误差率 [%] 3.46 1.73 1.43 1.17 1.15 1.11

与多元交替条件期望算法 (算法 8)相比，基于神经网络的方法具有较明显的

性能增益。产生该增益的主要原因是本方法直接使用卷积神经网络处理子图像，从

而避免了前述方法中量化所带来的损失。需要指出的是，该无监督方法所提取特

征可取得与基于卷积神经网络的有监督学习算法相似的性能。以经典的 LeNet­4 [2]

为例，其在MNIST数据集上错误率为 1.1%。

6.6 本章小结

基于局部信息几何分析方法，本章基于信息论准则设计不同场景下的机器学

习算法，并给出了深度学习框架下的算法实现。具体而言，本章介绍了从数据样

本计算最大相关函数的深度学习框架，在此基础上针对有监督学习中标签预测的

问题，设计了最大相关回归算法。类似地，针对多变量的无监督特征提取的问题，

由最小化变量间总相关的准则出发，设计了相应算法及基于深度学习框架的实现。

理论分析及实际数据集上的测试结果都表明了所设计算法的有效性。
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7.1 工作归纳

伴随着机器学习算法，尤其是各类深度神经网络在工程实践中的广泛应用，高

效、系统性的算法性能分析与设计的重要性不言而喻。然而，神经网络结构的多样

性及实际数据自身的复杂性都为算法性能的系统性分析带来了挑战。本文基于局

部信息几何的分析框架，从概率空间中的分布、有限维向量空间中信息向量及函

数空间数据特征的一一对应关系出发，建立信息论、线性代数及机器学习三个不

同层面问题的联系，并综合这三个问题分别在可解释性、分析及计算方面的优势。

具体而言，本文的工作可归纳为以下三个部分：

首先，为解决神经网络可解释性问题，论文一方面从统计推断的通用特征选

择问题出发，表明最优特征所对应信息向量为典型相关矩阵的奇异向量，从而与

最大相关函数相对应；另一方面，从神经网络对数据特征的优化问题出发，通过引

入信息向量表示，证明 Softmax层输入特征对应信息向量的最优解也对应于典型

相关矩阵的奇异向量，由此建立神经网络所提取特征的信息论解释。此外，对损

失函数的分析表明，深度神经网络中对 Softmax层的输入特征与权重的优化的数

学本质为求解典型相关矩阵的低秩恢复问题。基于该低秩恢复结构，我们导出了

特征与权重之间的交替更新算法，作为交替条件期望算法的多维推广；进一步地，

根据该低秩恢复问题与损失函数的对应关系，我们建立了评价特征性能的信息论

度量，即 H评分函数；除此之外，由该低秩恢复问题中特征与权重之间的对称性，

我们证明了一般情况下神经网络特征与权重所满足的对称性。

其次，为解决神经网络性能分析的问题，论文从信息向量的角度出发，分析

了计算资源充分时泛化误差与训练样本数的关系，以及实际随机梯度下降的训练

过程中平均泛化误差受超参数选择的影响。为刻画训练样本数对泛化误差的影响，

基于 H评分函数的性能度量，我们通过奇异向量的微扰分析计算泛化误差所对应

的误差指数，并分别求解了有监督学习及半监督学习中误差指数的解析表达式。在

此基础上，根据半监督学习的误差指数量化了有标签样本与无标签样本对学习任

务的贡献，由此建立了总采样成本受限时对这两类样本的最优采样策略。在随机

梯度下降的训练过程的分析中，我们的分析表明了训练过程中计算效率与平均泛

化误差所满足的折中关系。进一步地，在大样本小学习率的假设下，我们求解了

平均泛化误差的解析表达式，从而量化了学习率与小批量大小对泛化误差的影响，

并给出了这两个超参数的最优取值。此外，我们量化分析的结果也可为包括线性
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缩放准则在内的实用超参数调节技巧提供理论解释。

最后，为解决算法设计问题，论文基于信息论度量构建对概率分布的优化问

题，以有限维空间的信息向量作为纽带，将信息论中概率空间的分布的优化问题

转化为机器学习中对数据特征的给定泛函优化的问题，从而可设计基于深度学习

的最优特征高效求解算法。基于该设计框架，我们针对有监督学习及多模态无监

督学习问题分别设计了最优特征提取的深度学习算法，其中损失函数均可表示为

H评分函数的形式。理论分析表明，所设计算法可分别解释为线性判别分析、主成

分分析等经典的线性特征提取算法的非线性推广；数据集上一系列实验结果进一

步检验了算法的有效性。

7.2 分析方法评注

作为本文的核心分析工具，局部信息几何方法建立了概率分布、向量空间与

随机变量特征表示的一一对应关系，并进一步通过对 K­L散度等关键信息度量的

局部分析与优化，构建了机器学习问题与信息论问题间的联系。该方法的重要性

体现在如下几个层面：

1. 在分析层面上，该方法导出了联合分布的特征模式分解，其数学上可表示为

典型相关矩阵的奇异值分解。基于该模式分解，可将随机变量对间的相关性

分解为彼此正交的信息，每部分可用典型相关矩阵的左右奇异向量表示，而

信息的重要性对应相应的奇异值。

2. 在操作意义层面上，该方法建立了信息度量与有限维空间的联系，一方面为

有限维空间信息向量的诸运算赋予操作意义，另一方面信息度量的优化过程

分析可转化为有限维空间线性算子性质的分析，从而提供了对信息度量分析

的有效途径。

3. 在方法层面，局部假设可视为一般问题的特例，因此在该假设下得到的结论

可帮助理解问题的本质属性，并为一般情况下性质的分析提供启发。作为该

分析模式的典型案例，第 3.6节中对神经网络对称性的分析源于局部分析机

制中的结论：在局部分析机制下，分析所揭示的神经网络特征提取的奇异值

分解结构自然蕴含对称性，而一般情况下对称性则不显然。

4. 在算法设计层面，由局部假设给出的最优特征提取算法在一般情况下也具有

良好的理论性质与实际性能，具体讨论可参考第 6章。

由于上述特性，局部信息几何也可用于一般信息处理问题的分析，更详细的

讨论可参考 [33]。

另外可注意到，局部分析方法依赖于相应假设的引入，如：随机变量间近似
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独立的假设、或限制特征包含信息量较小的假设等 (参照定义 3.1、定义 3.2、及

第 6.4节中的低信息率假设等)。这类局部假设可类比于数学或物理中所考虑的无

穷小量 (微元)，其引入本质是为了考察目标函数的局部性质。需要指出的是，正如

数学中并不存在为无穷小量的数、真实世界中不存在可作为微元的物理量，实际

应用往往并不满足近似独立或信息量较小的局部假设，但这不影响局部分析方法

自身的有效性及重要性。
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附录 A 第 3章中的证明

A.1 定理 3.1的证明

我们首先介绍与假设检验问题中误差指数相关的引理如下。

引理 A.1： 给定参考分布 𝑃𝑋 ∈ relint(𝒫𝒳 ),常数 𝜖 > 0及整数 𝑛与 𝑘，令 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛

表示由 𝑃1或 𝑃2生成的独立同分布样本，其中 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒩 𝒳
𝜖 (𝑃𝑋)。为判决这些样本

由 𝑃1还是 𝑃2生成，构造 𝑘维统计量 ℎ𝑘 = (ℎ1, ⋯ , ℎ𝑘)使得

ℎ𝑖 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑙=1

𝑓𝑖(𝑥𝑙), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘, (A­1)

其中 (𝑓1(𝑋), ⋯ , 𝑓𝑘(𝑋))为关于 𝑃𝑋 零均值、单位方差且不相关的函数，亦即

𝔼𝑃𝑋 [𝑓𝑖(𝑋)] = 0, 𝑖 ∈ {1, ⋯ , 𝑘} (A­2a)

𝔼𝑃𝑋 [𝑓𝑖(𝑋)𝑓𝑗(𝑋)] = 𝛿𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ {1, ⋯ , 𝑘}. (A­2b)

则当 𝑛 → ∞时，基于 ℎ𝑘 推断的误差概率随 𝑛指数衰减，对应的 (Chernoff)误差

指数为

lim
𝑛→∞

− log 𝑝𝑒
𝑛 ≜ 𝐸ℎ𝑘 =

𝑘

∑
𝑖=1

𝐸ℎ𝑖 , (A­3a)

其中

𝐸ℎ𝑖 = 1
8⟨𝜙1 − 𝜙2, 𝜉𝑖⟩2 + 𝑜(𝜖2), (A­3b)

且 𝜙1 ↔ 𝑃1, 𝜙2 ↔ 𝑃2, 𝜉𝑖 ↔ 𝑓𝑖(𝑋), 𝑖 ∈ {1, ⋯ , 𝑘}为相应的信息向量。

证明 注意到最优判决准则需将投影值

𝑘

∑
𝑖=1

ℎ𝑖(𝔼𝑃1 [𝑓𝑖(𝑋)] − 𝔼𝑃2 [𝑓𝑖(𝑋)])

与某个阈值比较，由 Cramér定理 [92]知真实分布为 𝑃𝑗 (𝑗 = 1, 2)时的误差指数为

𝐸𝑗(𝜆) = min
𝑃 ∈𝒮(𝜆)

𝐷(𝑃 ‖𝑃𝑗), (A­4)
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其中

𝒮(𝜆) ≜ {𝑃 ∈ 𝒫𝒳 ∶ 𝔼𝑃 [𝑓 𝑘(𝑋)] = 𝜆 𝔼𝑃1[𝑓 𝑘(𝑋)] + (1 − 𝜆) 𝔼𝑃2[𝑓 𝑘(𝑋)]}. (A­5)

于是由 (A­2a)可得

𝔼𝑃𝑗 [𝑓𝑖(𝑋)] = ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑗(𝑥) 𝑓𝑖(𝑥)

= ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥) 𝑓𝑖(𝑥) + ∑
𝑥∈𝒳

(𝑃𝑗(𝑥) − 𝑃𝑋(𝑥))𝑓𝑖(𝑥)

= 𝔼𝑃𝑋 [𝑓𝑖(𝑋)] + ∑
𝑥∈𝒳

√𝑃𝑋(𝑥) 𝜙𝑗(𝑥) ⋅ 𝜉𝑖(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

= ∑
𝑥∈𝒳

𝜙𝑗(𝑥) 𝜉𝑖(𝑥)

= ⟨𝜙𝑗 , 𝜉𝑖⟩, 𝑗 = 1, 2及 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘, (A­6)

或等价表示为

𝔼𝑃𝑗 [𝑓 𝑘(𝑋)] = ⟨𝜙𝑗 , 𝜉𝑘⟩, 𝑗 = 1, 2

其中 𝜉𝑘 ≜ (𝜉1, ⋯ , 𝜉𝑘).
因此，可使用信息向量将约束 (A­5)表示为

⟨𝜙, 𝜉𝑖⟩ = ⟨𝜆 𝜙1 + (1 − 𝜆) 𝜙2, 𝜉𝑖⟩, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘,

亦即

⟨𝜙, 𝜉𝑘⟩ = ⟨𝜆 𝜙1 + (1 − 𝜆) 𝜙2, 𝜉𝑘⟩. (A­7)

令 𝑃 ∗表示 (A­4)中最优的 𝑃 ，则 𝑃 ∗属于通过 𝑃𝑗 且自然统计量为 𝑓 𝑘(𝑥)的指
数族，即形如

log ̃𝑃𝜃𝑘(𝑥) =
𝑘

∑
𝑖=1

𝜃𝑖𝑓𝑖(𝑥) + log𝑃𝑗(𝑥) − 𝛼(𝜃𝑘)

的 𝑘维分布族。注意到对任意分布 𝑃 ∈ 𝒩 𝒳
𝜖 (𝑃𝑋)及信息向量 𝜙 ↔ 𝑃，有

log𝑃 (𝑥) = log𝑃𝑋(𝑥) + log
𝑃 (𝑥)

𝑃𝑋(𝑥)

= log𝑃𝑋(𝑥) + log
(

1 + 1
√𝑃𝑋(𝑥)

𝜙(𝑥)
)
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= log𝑃𝑋(𝑥) + 1
√𝑃𝑋(𝑥)

𝜙(𝑥) + 𝑜(𝜖),

故该指数族所对应信息向量为

̃𝜙𝜃𝑘(𝑥) =
𝑘

∑
𝑖=1

𝜃𝑖𝜉𝑖(𝑥) + 𝜙𝑗(𝑥) − 𝛼(𝜃𝑘)√𝑃𝑋(𝑥) + 𝑜(𝜖). (A­8)

从而由 (A­2b)可推出

⟨ ̃𝜙𝜃𝑘 , 𝜉𝑖⟩ = 𝜃𝑖 + ⟨𝜙𝑗 , 𝜉𝑖⟩ + 𝑜(𝜖).

因此，根据 (A­7)可知该指数族与线性族 (A­5)交点为 𝑃 ∗ = 𝑃𝜃𝑘∗，其中

𝜃∗
𝑖 = ⟨𝜆𝜙1 + (1 − 𝜆)𝜙2 − 𝜙𝑗 , 𝜉𝑖⟩ + 𝑜(𝜖),

故可得

𝐸𝑗(𝜆) = 𝐷(𝑃 ∗‖𝑃𝑗)

= 1
2‖ ̃𝜙𝜃𝑘 − 𝜙𝑗‖

2 + 𝑜(𝜖2) (A­9a)

= 1
2‖

𝑘

∑
𝑖=1

𝜃∗
𝑖 𝜉𝑖‖

2
+ 1

2𝛼(𝜃𝑘∗
)

2 + 𝑜(𝜖2) (A­9b)

= 1
2

𝑘

∑
𝑖=1

(𝜃∗
𝑖 )2 + 1

2𝛼(𝜃𝑘∗
)

2 + 𝑜(𝜖2) (A­9c)

= 1
2

𝑘

∑
𝑖=1

⟨𝜆𝜙1 + (1 − 𝜆)𝜙2 − 𝜙𝑗 , 𝜉𝑖⟩2 + 𝑜(𝜖2), (A­9d)

其中 (A­9a)依据 K­L散度的局部近似 (参考命题 2.1)，(A­9b)基于 (A­8)，(A­9c)基

于 (A­2b)。为导出 (A­9d)，注意到由 𝜃𝑘∗ = 𝑂(𝜖)及

𝛼(0) = 0, 𝛁𝛼(0) = 𝔼𝑃𝑗 [𝑓 𝑘(𝑋)] = ⟨𝜙𝑗 , 𝜉𝑘⟩ = 𝑂(𝜖),

可得

𝛼(𝜃𝑘∗
) = 𝑜(𝜖2).

最后，当 𝜆 = 1/2有 𝐸1(𝜆) = 𝐸2(𝜆)，故总误差概率对应的指数由 (A­3)给出。 □

此外，证明中将用到Markov链中信息向量的如下性质。
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引理 A.2： 给定Markov链𝑋 ↔ 𝑌 ↔ 𝑉 及 𝑣 ∈ 𝒱，令 𝝓𝑋|𝑉
𝑣 与 𝝓𝑌 |𝑉

𝑣 表示 𝑃𝑋|𝑉 (⋅|𝑣)
及 𝑃𝑌 |𝑉 (⋅|𝑣)的信息向量，则有

𝝓𝑋|𝑉
𝑣 = B̃T𝝓𝑌 |𝑉

𝑣 . (A­10)

证明 由Markov性可知

𝑃𝑋(𝑥) = ∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋|𝑌 (𝑥|𝑦)𝑃𝑌 (𝑦),

𝑃𝑋|𝑉 (𝑥|𝑣) = ∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋|𝑌 ,𝑉 (𝑥|𝑦, 𝑣)𝑃𝑌 |𝑉 (𝑦|𝑣)

= ∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋|𝑌 (𝑥|𝑦)𝑃𝑌 |𝑉 (𝑦|𝑣),

因此有

𝑃𝑋|𝑉 (𝑥|𝑣) − 𝑃𝑋(𝑥) = ∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋|𝑌 (𝑥|𝑦)[𝑃𝑌 |𝑉 (𝑦|𝑣) − 𝑃𝑌 (𝑦)].

相应的信息向量满足

𝜙𝑋|𝑉
𝑣 (𝑥) = 1

√𝑃𝑋(𝑥) ∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋|𝑌 (𝑥|𝑦)√𝑃𝑌 (𝑦)𝜙𝑌 |𝑉
𝑣 (𝑦)

= ∑
𝑦∈𝒴

[B̃(𝑦, 𝑥) + √𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)] 𝜙𝑌 |𝑉
𝑣 (𝑦)

= ∑
𝑦∈𝒴

B̃(𝑦, 𝑥)𝜙𝑌 |𝑉
𝑣 (𝑦), (A­11)

其中最后的等号基于

∑
𝑦∈𝒴

√𝑃𝑌 (𝑦)𝜙𝑌 |𝑉
𝑣 (𝑦) = ∑

𝑦∈𝒴
[𝑃𝑌 |𝑉 (𝑦|𝑣) − 𝑃𝑌 (𝑦)] = 0.

最后，将 (A­11)表示为矩阵形式即得 (A­10)。 □

如下引理将用于计算 RIE上的数学期望。

引理 A.3： 令 z为球对称的𝑀 维随机向量，即对任意正交阵 Q都有 z
d= Qz。若

A为维度相容的给定矩阵，则

𝔼 [‖zTA‖2
] = 1

𝑀 𝔼 [‖z‖2] ‖A‖2
F. (A­12)
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证明 由定义对任意正交阵 Q有 𝚲z = Q𝚲zQT，故 𝚲z为对角阵。设 𝚲z = 𝜆 I,则由

tr{𝚲z} = 𝔼 [‖z‖2] = 𝜆𝑀

可知

𝜆 = 1
𝑀 tr{𝚲z} ,

故

𝔼 [‖zTA‖2
] = tr{A

T𝚲zA} = 𝜆 tr{A
TA} = 1

𝑀 𝔼 [‖z‖2] ‖A‖2
F. □

基于前述引理，定理 3.1可证明如下。

证明 (定理 3.1的证明) 由于判决结果只依赖于 𝑓𝑖 的某个线性投影，可不妨假设

𝔼𝑃𝑋 [𝑓𝑖(𝑋)] = 0, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘。令 𝐟为 𝑓 𝑘的向量表示，且记 ̃𝐟 ≜ 𝚲−1/2
𝐟 𝐟为归一化后的 𝐟，

则相应的统计量 ̃𝑓 𝑘 = ( ̃𝑓1, ⋯ , ̃𝑓𝑘)满足约束条件 (A­2)。构造统计量 ℎ̃𝑘 = (ℎ̃1, ⋯ , ℎ̃𝑘)
为 [参见 (A­1)]

ℎ̃𝑖 = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑙=1

̃𝑓𝑖(𝑥𝑙), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘, (A­13)

则由引理 A.1可知基于 ℎ̃𝑘区分 𝑣与 𝑣′的误差指数为

𝐸ℎ̃𝑘(𝑣, 𝑣′) = 1
8

𝑘

∑
𝑖=1

[(𝝓𝑋|𝑉
𝑣 − 𝝓𝑋|𝑉

𝑣′ )
T ̃𝝃𝑋

𝑖 ]
2

+ 𝑜(𝜖2)

= 1
8 ‖(𝝓𝑋|𝑉

𝑣 − 𝝓𝑋|𝑉
𝑣′ )

T𝚵̃𝑋
‖

2
+ 𝑜(𝜖2),

其中 𝝓𝑋|𝑉
𝑣 表示 𝑃𝑋|𝑉 (⋅|𝑣) 所对应的信息向量， ̃𝝃𝑋

𝑖 表示 ̃𝑓𝑖 的信息向量，且 𝚵̃𝑋 ≜
[ ̃𝝃𝑋

1 , ⋯ , ̃𝝃𝑋
𝑘 ]。由于最优判决准则是线性的，对统计量进行线性变换不改变误差指

数,因此

𝐸ℎ𝑘(𝑣, 𝑣′) = 𝐸ℎ̃𝑘(𝑣, 𝑣′)

= 1
8 ‖(𝝓𝑋|𝑉

𝑣 − 𝝓𝑋|𝑉
𝑣′ )

T𝚵̃𝑋
‖

2
+ 𝑜(𝜖2)

= 1
8 ‖(𝝓𝑌 |𝑉

𝑣 − 𝝓𝑌 |𝑉
𝑣′ )

TB̃𝚵̃𝑋
‖

2
+ 𝑜(𝜖2), (A­14)

其中在最后的等式中使用了引理 A.2的结果。在 RIE上取期望，并利用引理 A.3

的结论，可得

𝔼 [𝐸ℎ𝑘(𝑣, 𝑣′)] = 1
8𝔼 [‖(𝝓𝑌 |𝑉

𝑣 − 𝝓𝑌 |𝑉
𝑣′ )

TB̃𝚵̃𝑋
‖

2

] + 𝑜(𝜖2)
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=
𝔼 [‖𝝓𝑌 |𝑉

𝑣 − 𝝓𝑌 |𝑉
𝑣′ ‖

2
]

8|𝒴| ‖B̃𝚵̃𝑋‖
2
F + 𝑜(𝜖2),

又由 ̃𝑓 𝑘定义有

𝚵̃𝑋 = 𝚵𝑋((𝚵𝑋)
T𝚵𝑋)

− 1
2 , □

由此得误差指数 (3­1)。

A.2 引理 3.1的证明

首先给出两个相关的引理。

引理 A.4： 给定分布𝑃 ∈ relint(𝒫𝒳 )，𝑄, 𝑅 ∈ 𝒫𝒳与充分小的 𝜖，设其满足𝐷(𝑃 ‖𝑄) ⩽
𝜖2及 𝐷(𝑃 ‖𝑅) ⩽ 𝜖2，则存在独立于 𝜖的常数 𝐶 > 0，使得 𝐷(𝑄‖𝑅) ⩽ 𝐶𝜖2。

证明 令 ‖ ⋅ ‖1表示分布间的 ℓ1距离，亦即 ‖𝑃 − 𝑄‖1 ≜ ∑𝑥∈𝒳 |𝑃 (𝑥) − 𝑄(𝑥)|，则由
Pinsker’s不等式 [9]可得

‖𝑃 − 𝑄‖1 ⩽ √2𝐷(𝑃 ‖𝑄) < √2𝜖, (A­15a)

‖𝑃 − 𝑅‖1 ⩽ √2𝐷(𝑃 ‖𝑅) < √2𝜖, (A­15b)

从而有

‖𝑄 − 𝑅‖1 ⩽ ‖𝑃 − 𝑄‖1 + ‖𝑃 − 𝑅‖1 ⩽ 2√2𝜖. (A­16)

此外，令 𝑝min ≜ min𝑥∈𝒳 𝑃 (𝑥)，则对任意 𝑥 ∈ 𝒳 有

𝑅(𝑥) > 𝑃 (𝑥) − |𝑃 (𝑥) − 𝑅(𝑥)| (A­17a)

> min
𝑥∈𝒳

𝑃 (𝑥) − √2𝜖 (A­17b)

= 𝑝min − √2𝜖, (A­17c)

其中 (A­17b)基于 (A­15b)。由于 𝑃 ∈ relint(𝒫𝒳 )，有 𝑝min > 0，故对充分小的 𝜖有
𝑅(𝑥) > 𝑝min/2。因此

𝐷(𝑄‖𝑅) ⩽ ∑
𝑥∈𝒳

(𝑄(𝑥) − 𝑅(𝑥))2

𝑅(𝑥) (A­18a)

⩽ 2
𝑝min ∑

𝑥∈𝒳
[𝑄(𝑥) − 𝑅(𝑥)]2 (A­18b)
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⩽
2‖𝑄 − 𝑅‖2

1
𝑝min

(A­18c)

⩽ 16
𝑝min

𝜖2, (A­18d)

其中 (A­18a)基于 K­L散度的上界 [93], (A­18d)成立依据为 (A­16)。 □

引理 A.5： 对任意 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴，有

𝐷(𝑃𝑋𝑃𝑌 ‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ) ⩾ 𝑃𝑋(𝑥) log [𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)

1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝜏(𝑥,𝑦)
]

其中 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 定义如 (3­2)所示，且 𝜏(𝑥, 𝑦)定义为 𝜏(𝑥, 𝑦) ≜ ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥) + ̃𝑑(𝑦)。

证明 首先，可将条件分布 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)表示为

̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) = 𝑒𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥)+𝑏(𝑦)

∑𝑦′∈𝒴 𝑒𝑔T(𝑦′)𝑓 (𝑥)+𝑏(𝑦′)

= 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥)+𝑑(𝑦)

∑𝑦′∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦′)𝑒𝑔T(𝑦′)𝑓 (𝑥)+𝑑(𝑦′)

= 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒 ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥)+ ̃𝑑(𝑦)

∑𝑦′∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦′)𝑒 ̃𝑔T(𝑦′)𝑓 (𝑥)+ ̃𝑑(𝑦′)

= 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦)

∑𝑦′∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦′)𝑒𝜏(𝑥,𝑦′) . (A­19)

于是 K­L散度 𝐷(𝑃𝑋𝑃𝑌 ‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 )可写作

𝐷(𝑃𝑋𝑃𝑌 ‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ) = ∑

(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴
𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) log

∑𝑦′∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦′)

𝑒𝜏(𝑥,𝑦)

= ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥) log [ ∑
𝑦′∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦′)
] − 𝔼𝑃𝑋𝑃𝑌 [𝜏(𝑋, 𝑌 )]

= ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥) log [ ∑
𝑦′∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦′)
], (A­20)

其中最后的等号是依据 𝔼𝑃𝑋𝑃𝑌 [𝜏(𝑋, 𝑌 )] = 0。由此可得

𝐷(𝑃𝑋𝑃𝑌 ‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ) ⩾ 𝑃𝑋(𝑥) log [ ∑

𝑦′∈𝒴
𝑃𝑌 (𝑦′)𝑒𝜏(𝑥,𝑦′)

]

⩾ 𝑃𝑋(𝑥) log [𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝜏(𝑥,𝑦)

] ,
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其中第二个不等号依据 Jensen不等式：

∑
𝑦′∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦′)𝑒𝜏(𝑥,𝑦′) = 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦)) ∑
𝑦′≠𝑦

𝑃𝑌 (𝑦′)
1 − 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦′)

⩾ 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦)) exp(
1

1 − 𝑃𝑌 (𝑦) ∑
𝑦′≠𝑦

𝑃𝑌 (𝑦′)𝜏(𝑥, 𝑦′))

= 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝜏(𝑥,𝑦). □

基于前述结论，引理 3.1可证明如下。

证明 (引理 3.1的证明) 注意到当 𝑔 = 𝑑 = 0时，有 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 = 𝑃𝑌，故 (3­4)中最优的

𝑔, 𝑑 满足

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ) ⩽ 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 )

⩽ ∑
(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴

[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)]
2

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

⩽ 𝜖2,

其中第二个不等式依据K­L散度的上界 [93]，最后的不等号根据的是 𝜖相关的定义。
因为 𝑃𝑋𝑌 ∈ relint(𝒫𝒳×𝒴 )，由引理 A.4 知存在 𝐶 > 0 及 𝜖1 > 0 使得对任意

𝜖 < 𝜖1有 𝐷(𝑃𝑋𝑃𝑌 ‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ) < 𝐶𝜖2。此外，由引理 A.5可知对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴

及 𝜖 ∈ (0, 𝜖1)，有

𝐶𝜖2 ⩾ 𝑃𝑋(𝑥) log[𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝜏(𝑥,𝑦)

]. (A­21)

由于

log[𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝜏(𝑥,𝑦)

]. = 𝑃𝑌 (𝑦)
2(1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝜏2(𝑥, 𝑦) + 𝑜(𝜏2(𝑥, 𝑦)),

存在与 𝜖1取值无关的 𝛿 > 0，使得对任意的 |𝜏(𝑥, 𝑦)| ⩽ 𝛿，都有

log [𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝜏(𝑥,𝑦)

] > 𝑃𝑌 (𝑦)
2 𝜏2(𝑥, 𝑦). (A­22)

因此，若 |𝜏(𝑥, 𝑦)| > 𝛿，有

log[𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝜏(𝑥,𝑦)

]

⩾ min{log[𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝛿 + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝛿

], log[𝑃𝑌 (𝑦)𝑒−𝛿 + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒
𝑃𝑌 (𝑦)

1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝛿
]}
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⩾ 𝑃𝑌 (𝑦)
2 𝛿2,

其中第二个不等式基于函数 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝑡 + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝑡

的单调性，第三个不等

式基于 (A­22)。

故

log [𝑃𝑌 (𝑦)𝑒𝜏(𝑥,𝑦) + (1 − 𝑃𝑌 (𝑦))𝑒− 𝑃𝑌 (𝑦)
1−𝑃𝑌 (𝑦) 𝜏(𝑥,𝑦)

] > 𝑃𝑌 (𝑦)
2 ⋅ min{𝛿2, 𝜏2(𝑥, 𝑦)}, (A­23)

从而由 (A­21)得

𝐶𝜖2 ⩾ 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
2 ⋅ min{𝛿2, 𝜏2(𝑥, 𝑦)}, (A­24)

因此 𝜏(𝑥, 𝑦) = 𝑂(𝜖)。实际上，令 𝜖2 ≜ 𝛿
√2𝐶

⋅ min(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴 √𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦), 𝜖0 ≜
min{𝜖1, 𝜖2}，则对任意 𝜖 < 𝜖0，有

𝐶𝜖2 < 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
2 ⋅ 𝛿2, □

于是由 (A­24)推出 |𝜏(𝑥, 𝑦)| < 𝐶′𝜖，其中 𝐶′ = √
2𝐶

𝑃𝑋 (𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)。

A.3 引理 3.2的证明

证明 由引理 3.1，存在 𝐶′ > 0使得对任意 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴，有

| ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥) + ̃𝑑(𝑦)| < 𝐶′𝜖, (A­25)

从而可得

|𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑦) + ̃𝑑(𝑦)| < 𝐶𝜖, (A­26)

| ̃𝑔T(𝑦) ̃𝑓 (𝑥)| < 2𝐶𝜖, (A­27)

其中 𝐶 = max{𝐶′, 1}。
根据 (A­19)的结论，可不妨假设 𝔼𝑃𝑌 [𝑔(𝑌 )] = 𝔼𝑃𝑌 [𝑑(𝑌 )] = 0，则 (3­2)可表示

为

̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) = 𝑃𝑌 (𝑦)𝑒 ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥)+ ̃𝑑(𝑦)

∑𝑦′∈𝒴 𝑃𝑌 (𝑦′)𝑒 ̃𝑔T(𝑦′)𝑓 (𝑥)+ ̃𝑑(𝑦′)
. (A­28)
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故基于 (A­25)的结果，(3­2)的分母可近似为

𝑃𝑌 (𝑦)𝑒 ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥)+ ̃𝑑(𝑦) = 𝑃𝑌 (𝑦) (1 + ̃𝑔T(𝑦)𝑓(𝑥) + ̃𝑑(𝑦) + 𝑜(𝜖))
= 𝑃𝑌 (𝑦) (1 + ̃𝑔T(𝑦)𝑓(𝑥) + ̃𝑑(𝑦)) + 𝑜(𝜖).

类似地，由

∑
𝑦′∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦)𝑒 ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥)+ ̃𝑑(𝑦) = ∑
𝑦′∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦) (1 + ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥) + ̃𝑑(𝑦)) + 𝑜(𝜖)

= 1 + 𝔼𝑃𝑌 [ ̃𝑔T(𝑌 )𝑓(𝑥)] + 𝔼𝑃𝑌 [ ̃𝑑(𝑦)] + 𝑜(𝜖)

= 1 + 𝑜(𝜖)

可得

⎡⎢⎢⎣
∑

𝑦′∈𝒴
𝑃𝑌 (𝑦)𝑒 ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥)+ ̃𝑑(𝑦)⎤⎥⎥⎦

−1

= [1 + 𝑜(𝜖)]−1 = 1 + 𝑜(𝜖).

故 (A­28)可近似为

̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) = [𝑃𝑌 (𝑦) (1 + ̃𝑔T(𝑦)𝑓(𝑥) + ̃𝑑(𝑦)) + 𝑜(𝜖)] [1 + 𝑜(𝜖)] (A­29)

= 𝑃𝑌 (𝑦) (1 + ̃𝑔T(𝑦)𝑓(𝑥) + ̃𝑑(𝑦)) + 𝑜(𝜖), (A­30)

因此对足够小的 𝜖 有 𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ∈ 𝒩 𝒳×𝒴

𝐶𝜖 (𝑃𝑋𝑃𝑌 )。此外，基于分布的局部假设可得
𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 𝒳×𝒴

𝜖 (𝑃𝑋𝑃𝑌 ) ⊂ 𝒩 𝒳×𝒴
𝐶𝜖 (𝑃𝑋𝑃𝑌 )，于是根据 K­L 散度的局部近似 (参考命

题 2.1 )

𝐷(𝑃1‖𝑃2) = 1
2‖𝜙1 − 𝜙2‖2 + 𝑜(𝜖2), (A­31)

可得

𝐷(𝑃𝑌 ,𝑋‖𝑃𝑋 ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 ) = 1

2 ∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

[𝑃𝑌 ,𝑋(𝑦, 𝑥) − ̃𝑃 (𝑔,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)𝑃𝑋(𝑥)]

2

𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥) + 𝑜(𝜖2)

= 1
2 ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴 [
𝑃𝑌 ,𝑋(𝑦, 𝑥)

√𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥)
− √𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥)

−√𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥) ( ̃𝑔T(𝑦)𝑓 (𝑥) + ̃𝑑(𝑦) + 𝑜(𝜖))]
2

+ 𝑜(𝜖2)

= 1
2 ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
[B̃(𝑦, 𝑥) − √𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥) ̃𝑔T(𝑦) ̃𝑓 (𝑥)
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−√𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥) ( ̃𝑑(𝑦) + 𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑦))

−√𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥)𝑜(𝜖)]
2

+ 𝑜(𝜖2)
(∗)= 1

2 ∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

[B̃(𝑦, 𝑥) − √𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥) ̃𝑔T(𝑦) ̃𝑓 (𝑥)]
2

+ 1
2 ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
[√𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥) ( ̃𝑑(𝑦) + 𝜇T

𝑓 ̃𝑔(𝑦))]
2

+ 𝑜(𝜖2)

= 1
2 ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
[B̃(𝑦, 𝑥) − (𝜉𝑌 (𝑦))

T𝜉𝑋(𝑥)]
2

+ 1
2𝔼𝑃𝑌 [( ̃𝑑(𝑦) + 𝜇T

𝑓 ̃𝑔(𝑦))2
] + 𝑜(𝜖2)

= 1
2‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T‖2
F + 1

2𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑓 ) + 𝑜(𝜖2),

其中 (∗)依据的是 (A­26)–(A­27)、| ̃𝐵(𝑦, 𝑥)| < 𝜖、以及 (因 𝔼 [ ̃𝑑(𝑌 )] = 0, 𝔼 [ ̃𝑓 (𝑋)] =
𝔼 [ ̃𝑔(𝑌 )] = 0)

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

B̃(𝑦, 𝑥)√𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥) ( ̃𝑑(𝑦) + 𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑦)) = 0,

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦)𝑃𝑋(𝑥) ̃𝑔T(𝑦) ̃𝑓 (𝑥) ( ̃𝑑(𝑦) + 𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑦)) = 0. □

A.4 定理 3.2与定理 3.3的证明

基于引理 3.2的结论，可得定理 3.2与定理 3.3的证明。

证明 (定理 3.2与定理 3.3的证明) 由于 𝑑(⋅)取值仅影响 K­L散度表达式中的第二

项，总可以取 𝑑(⋅)使得 ̃𝑑(𝑦) + 𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑦) = 0，则最优的 (𝚵𝑌 , 𝚵𝑋)满足

(𝚵𝑌 , 𝚵𝑋)∗ = argmin
(𝚵𝑌 ,𝚵𝑋 )

‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2
F. (A­32)

令导数①

∂
∂𝚵𝑌 ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T‖2
F = 2(𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T𝚵𝑋 − B̃𝚵𝑋) (A­33)

等于零，可得对给定 𝚵𝑋 最优的 𝚵𝑌 为 ②

𝚵𝑌 ∗ = B̃𝚵𝑋((𝚵𝑋)
T𝚵𝑋)−1. (A­34)

① 这里约定标量对矩阵导数与矩阵自身维度相同，即采用矩阵微积分中的分母记法。

② 此处假设 (𝚵𝑋)
T𝚵𝑋，亦即 𝚲 ̃𝑓 (𝑋) 可逆。若 (𝚵𝑋)

T𝚵𝑋 奇异，需将结论中的矩阵逆改为其Moore–Penrose逆
(伪逆)。
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由 1T√P𝑌 B̃ = 0可知 1T√P𝑌 𝚵𝑌 ∗ = 0，故 𝚵𝑌 ∗所对应的特征函数均值为零。

为将 (A­34)中的 𝚵𝑌 ∗用 𝑓 及 𝑔表示，注意到由命题 2.3可得 𝔼𝑃𝑋|𝑌 [𝑓 (𝑋)|𝑌 ] ↔
B̃𝜙，同理 𝚲 ̃𝑓 (𝑋) = (𝚵𝑋)

T𝚵𝑋，故 (A­34)等价于

̃𝑔∗(𝑦) = 𝔼𝑃𝑋|𝑌 [𝚲−1
̃𝑓 (𝑋)

̃𝑓 (𝑋) | 𝑌 = 𝑦] . (A­35)

由对称性可立即得定理 3.3的前两个等式。为证明两个定理中的第三个等式，

需最小化 𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑓 ) = 𝔼𝑃𝑌 [(𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑌 ) + ̃𝑑(𝑌 ))2

]。对给定 ̃𝑔及 𝜇𝑓，最优的 ̃𝑑 为

̃𝑑∗(𝑦) = −𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑌 ), (A­36)

其对应的 𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑓 ) = 0.
当固定 ̃𝑑 与 ̃𝑔时，可得

𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑓 ) = 𝔼𝑃𝑌 [(𝜇T
𝑓 ̃𝑔(𝑌 ) + ̃𝑑(𝑌 ))2

]
= 𝜇T

𝑓 𝚲 ̃𝑔(𝑌 ) 𝜇𝑓 + 2𝜇T
𝑓 𝔼𝑃𝑌 [ ̃𝑔(𝑌 ) ̃𝑑(𝑌 )] + var( ̃𝑑(𝑌 )). (A­37)

令 ∂
∂𝜇𝑓

𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑓 ) = 0可得

𝜇∗
𝑓 = −𝚲−1

̃𝑔(𝑌 )𝔼𝑃𝑌 [ ̃𝑔(𝑌 ) ̃𝑑(𝑌 )] . (A­38)
□

A.5 定理 3.4的证明

证明 由引理 3.2可知选取最优的 (𝚵𝑌 , 𝚵𝑋)等价于求解 B̃的矩阵分解问题。由于 𝚵𝑌

与 𝚵𝑋 的秩均不超过 𝑘，由 Eckart–Young–Mirsky定理 [56] 可知，最优的 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T

为 B̃保留前 𝑘个模式的截断奇异值分解 (Truncated Singular Value Decomposition)。

故 (𝚵𝑌 , 𝚵𝑋)∗分别为对应于 B̃前 𝑘个奇异值的左奇异向量与右奇异向量。
偏置项 ̃𝑑(𝑦) = −𝜇T

𝑓 ̃𝑔(𝑦)的最优性已于附录 A.4中证明。

A.6 定理 3.5的证明

首先给出如下引理。

引理 A.6 (Pythagorean定理)： 给定 𝚵𝑌，令 𝚵𝑋∗ 表示由 (3­9)定义的最优的 𝚵𝑋，

则

‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2
F − ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)

T
‖

2
F = ‖𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)

T − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2
F. (A­39)
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证明 记 ⟨U,V⟩F为矩阵 U及 V的 Frobenius内积，即 ⟨U,V⟩F ≜ tr{U
TV}，则

⟨B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)
T, 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T
⟩F

= tr{B̃𝚵𝑋(𝚵𝑌 )
T
} − tr{𝚵𝑋∗(𝚵𝑌 )

T𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
}

= tr{B̃𝚵𝑋(𝚵𝑌 )
T
} − tr{B̃

T𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
}

= 0,

故

‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2
F = ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)

T + (𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)
T − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T
)‖

2
F

= ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)
T
‖F + ‖𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)

T − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2
F

+ 2 ⟨B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)
T, 𝚵𝑌 ((𝚵𝑋∗)

T − (𝚵𝑋)
T)⟩F

= ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)
T
‖F + ‖𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)

T − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T‖2

F. □

证明 (定理 3.5的证明) 由引理 A.6可知

𝐿(𝑓) − 𝐿(𝑓 ∗) = 1
2 [‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T‖2
F − ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)

T‖2
F]

+ 1
2 [𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑠) − 𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑠∗)] + 𝑜(𝜖2)

= 1
2‖𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)

T − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T‖2

F + 1
2𝜅(𝑔,𝑏)(𝑓 , 𝑓 ∗) + 𝑜(𝜖2),

其中 𝜅(𝑔,𝑏)(𝑓 , 𝑓 ∗) ≜ 𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑠) − 𝛾 (𝑔,𝑏)(𝑠∗)。接下来分别对 ‖𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)
T − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T‖2
F及

𝜅(𝑔,𝑏)(𝑓 , 𝑓 ∗)两项进行优化。
首先考察第一项。为此，将 𝚵𝑋 表达为W及 𝚵𝑋

1 的形式。由 (3­14)可得

𝔼 [𝑓𝑧(𝑋)] = 𝜎 (𝑐(𝑧)) + 𝑜(𝜖), (A­40a)

̃𝑓𝑧(𝑥) = 𝑤T(𝑧) ̃𝑡(𝑥) ⋅ 𝜎′ (𝑐(𝑧)) + 𝑜(𝜖), (A­40b)

其可用信息向量表达为

𝚵𝑋 = 𝚵𝑋
1 W

TJ + 𝑜(𝜖). (A­41)

又由定理 3.3知

𝚵𝑋∗ = B̃T 𝚵𝑌 ((𝚵𝑌 )
T𝚵𝑌 )

−1, (A­42)
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故

‖𝚵𝑌 (𝚵𝑋∗)
T − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T
‖

2
F = ‖((𝚵𝑌 )

T𝚵𝑌 )
1/2

((𝚵𝑋∗)
T − (𝚵𝑋)

T
)‖

2
F

= ‖((𝚵𝑌 )
T𝚵𝑌 )

1/2 ⋅ ((𝚵𝑋∗)
T − JW(𝚵𝑋

1 )
T − 𝑜(𝜖)) ‖

2

F

= ‖((𝚵𝑌 )
T𝚵𝑌 )

1/2 ⋅ ((𝚵𝑋∗)
T − JW(𝚵𝑋

1 )
T
) ‖

2

F
+ 𝑜(𝜖2)

= ‖((𝚵𝑌 )
T𝚵𝑌 )

1/2J ⋅ (J
−1(𝚵𝑋∗)

T − W(𝚵𝑋
1 )

T
) ‖

2

F
+ 𝑜(𝜖2)

= ‖ΘB̃1 − ΘW(𝚵𝑋
1 )

T
‖

2
F + 𝑜(𝜖2), (A­43)

其中第三个等号依据 [参见 (A­27)] ̃𝑓 (𝑥) = 𝑂(𝜖)及 ̃𝑔(𝑦) = 𝑂(1)，最后的等号基于定
义 B̃1 ≜ J−1(𝚵𝑋∗)

T
和 Θ ≜ ((𝚵𝑌 )

T𝚵𝑌 )1/2J。

对第二项，由 (A­37)及 (A­38)可知

𝜅(𝑔,𝑏)(𝑓 , 𝑓 ∗) = [(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗) + 𝜇𝑓 ∗]T𝚲 ̃𝑔(𝑌 )[(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗) + 𝜇𝑓 ∗]
− 𝜇T

𝑓 ∗𝚲 ̃𝑔(𝑌 )𝜇𝑓 ∗ + 2(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)T𝔼𝑃𝑌 [ ̃𝑔(𝑌 ) ̃𝑑(𝑌 )]
= (𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)T𝚲 ̃𝑔(𝑌 )(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)

+ 2(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)T (𝚲 ̃𝑔(𝑌 )𝜇𝑓 ∗ + 𝔼𝑃𝑌 [ ̃𝑔(𝑌 ) ̃𝑑(𝑌 )])
= (𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)T𝚲 ̃𝑔(𝑌 )(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗). (A­44)

结合 (A­43)及 (A­44)的结果即得欲证结论。 □

接着，通过最小化 𝐿可求得 𝜇∗
𝑓 与 𝑤∗。与前述方法类似，这两项可独立求解。

为求解 𝜇∗
𝑓 ,考虑隐层激活函数有界的情形，即 𝜎min ⪯ 𝜇𝑓 ⪯ 𝜎max，例如 sigmoid函

数 1/(1 + 𝑒−𝑥)或 tanh(𝑥)。则最优的 𝜇𝑓 为以下优化问题的解：

minimize
𝜇𝑓

(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)T𝚲 ̃𝑔(𝑌 )(𝜇𝑓 − 𝜇𝑓 ∗)

subject to 𝜎min ⪯ 𝜇𝑓 ⪯ 𝜎max.
(A­45)

若 𝜇𝑓 ∗ 满足约束 (A­45)，则其为最优解；否则 𝜇∗
𝑓 中某些元素将取到 𝜎min 或

𝜎max，对应隐层节点的饱和现象。
此外，由 (A­40a)知隐藏层的偏置项 𝑐(𝑧)为 ①

𝑐(𝑧) = 𝜎−1(𝜇∗
𝑓 (𝑧)) + 𝑜(𝜖).

① 若 𝜇𝑡 ≠ 0，公式应修正为 𝑐(𝑧) = 𝜎−1(𝜇∗
𝑓 (𝑧)) − 𝜇T

𝑡 𝑤 + 𝑜(𝜖).
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为求解W∗，令

B̃′
1 ≜ ΘB̃1 = ((𝚵𝑌 )

T𝚵𝑌 )
−1/2

(𝚵𝑌 )
T B̃,

W′ ≜ ΘW = ((𝚵𝑌 )
T𝚵𝑌 )

1/2JW,
(A­46)

则最优的W′为优化问题

minimize
W′

‖B̃1
′ − W′(𝚵𝑋

1 )
T‖2

F, (A­47)

的解，从而可得

W′∗ = B̃1
′𝚵𝑋

1 ((𝚵𝑋
1 )

T𝚵𝑋
1 )−1. (A­48)

因此

W∗ = Θ−1W′∗ = Θ−1B̃′
1𝚵𝑋

1 ((𝚵𝑋
1 )

T𝚵𝑋
1 )−1

= B̃1𝚵𝑋
1 ((𝚵𝑋

1 )
T𝚵𝑋

1 )−1

= J−1 ⋅ [𝚵𝑌 ((𝚵𝑌 )
T𝚵𝑌 )−1]TB̃𝚵𝑋

1 ((𝚵𝑋
1 )

T𝚵𝑋
1 )−1,

其中 B̃𝚵𝑋
1 ((𝚵𝑋

1 )
T𝚵𝑋

1 )−1项对应于 ̃𝑡(𝑋)的特征投影：

B̃𝚵𝑋
1 ((𝚵𝑋

1 )
T𝚵𝑋

1 )
−1 ↔ 𝔼𝑃𝑋|𝑌 [𝚲−1

̃𝑡(𝑋) ̃𝑡(𝑋) | 𝑌 ] . (A­49)

故多层神经网络可视作为计算不同层所提取特征的某种广义特征投影。注意到投

影后的特征 𝔼𝑃 ̃𝑡|𝑌 [𝚲−1
̃𝑡 ̃𝑡|𝑌 ]仅取决于分布 𝑃 ̃𝑡|𝑌，不依赖于 𝑃𝑋|𝑌，故在实际问题中进

行该特征投影操作无需假定任何隐变量 𝑋 的信息。

A.7 引理 3.3的证明

证明 因 𝑃𝑋𝑌 ∈ relint(𝒫𝒳×𝒴 )，∃ 𝛿𝑃 > 0使得 ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴 , 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) > 𝛿𝑃。此外，

可验证 ∃ 𝛿𝑄 > 0使得对任意满足 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 ) ⩽ 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 )的 𝑄𝑋𝑌 ∈ ℰ𝑘有

min
(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴

𝑄𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) > 𝛿𝑄.

事实上，对任意 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴，记 𝑝 = 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦), 𝑞 = 𝑄𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)，则

𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) ⩾ 𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑄𝑋𝑌 )

⩾ 𝐷(Bern(𝑝)‖Bern(𝑞))

= −𝐻(𝑝) − 𝑝 log 𝑞 − (1 − 𝑝) log(1 − 𝑞)

> −1 − 𝛿𝑃 log 𝑞,
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其中第二个不等号依据数据处理不等式。因此一个符合条件的 𝛿𝑄取值为

𝛿𝑄 ≜ exp(− 1
𝛿𝑃

[𝐷(𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑃𝑌 ) + 1]) , (A­50)

且其满足 0 ⩽ 𝛿𝑄 < 𝑞 = 𝑄𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) < 1. 设𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽]，则 𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦)−𝛼(𝑥)−
𝛽(𝑦)有界，即存在𝑀1 > 0使得 ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴 ,

|𝑓
T(𝑥)𝑔(𝑦) − 𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑦)| ⩽ 𝑀1. (A­51)

注意到 𝑄𝑋𝑌 参数化的方式不唯一，例如恒等式 𝑄[𝑓, 𝑔, 𝛼, 𝛽] = 𝑄[𝑓 + 𝑐, 𝑔, 𝛼 +
𝑐T𝑔, 𝛽]对任意常向量 𝑐成立。故可因此可不妨假设 𝔼𝑃𝑋 [𝑓 (𝑋)] = 𝔼𝑃𝑌 [𝑔(𝑌 )] = 0及
𝔼𝑃𝑋 [𝛼(𝑋)] = 0。由 Jensen不等式可知，对任意 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴 有

|𝛽(𝑦)| = |𝔼𝑃𝑋 [𝑓T(𝑋)𝑔(𝑦) − 𝛼(𝑋) − 𝛽(𝑦)]| ⩽ 𝔼𝑃𝑋 [|𝑓
T(𝑋)𝑔(𝑦) − 𝛼(𝑋) − 𝛽(𝑦)|] ⩽ 𝑀1,

以及

|𝛼(𝑥)| ⩽ |𝛼(𝑥) + 𝔼𝑃𝑌 [𝛽(𝑌 )]| + |𝔼𝑃𝑌 [𝛽(𝑌 )]|
⩽ |𝔼𝑃𝑌 [𝑓T(𝑥)𝑔(𝑌 ) − 𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑌 )]| + 𝑀1

⩽ 𝔼𝑃𝑌 [|𝑓
T(𝑥)𝑔(𝑌 ) − 𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑌 )|] + 𝑀1

⩽ 2𝑀1.

由此可得

|𝑓
T(𝑥)𝑔(𝑦)| ⩽ |𝑓

T(𝑥)𝑔(𝑦) − 𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑦)| + |𝛼(𝑥)| + |𝛽(𝑦)| ⩽ 4𝑀1,

即 FGT中所有元素有上界 4𝑀1，从而由范数等价性
[80]知

‖FG
T
‖2

⩽ √|𝒳||𝒴| ‖FG
T
‖max ⩽ 4√|𝒳||𝒴|𝑀1. (A­52)

设 FGT 有精简奇异值分解 (Compact Singular Value Decomposition) FGT =
U𝚺VT，其中 𝚺为由所有 FGT的非零奇异值构成的对角阵，则可构造 F̂ = U𝚺1/2以

及 Ĝ = V𝚺1/2，使得

F̂ĜT = FGT, ‖F̂‖2 = ‖Ĝ‖2 = ‖FG
T
‖

1/2

2
. (A­53)

令 ̂𝑓 , ̂𝑔分别为 F̂, Ĝ对应的函数，则有𝑄[𝑓, 𝑔, 𝛼, 𝛽] = 𝑄[ ̂𝑓 , ̂𝑔, 𝛼, 𝛽]。由于 ‖F̂‖2与

‖Ĝ‖2均有界，由范数等价性知 ‖F̂‖F ⩽ 𝑀2, ‖Ĝ‖F ⩽ 𝑀2，其中𝑀2 ≜ 2√|𝒳||𝒴|𝑀1。
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故 ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴 有

‖ ̂𝑓 (𝑥)‖ ⩽ ‖F̂‖F ⩽ 𝑀2, ‖ ̂𝑔(𝑦)‖ ⩽ ‖Ĝ‖F ⩽ 𝑀2. (A­54)

令𝑀 ≜ max{2𝑀1, 𝑀2}，则𝑀 仅取决于 𝑃𝑋𝑌，从而可得 𝑄𝑋𝑌 = 𝑄[ ̂𝑓 , ̂𝑔, 𝛼, 𝛽]，
其中

max
(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴 {‖ ̂𝑓 (𝑥)‖, ‖ ̂𝑔(𝑦)‖, |𝛼(𝑥)|, |𝛽(𝑦)|} ⩽ 𝑀(𝑃𝑋𝑌 ). □

A.8 引理 3.4的证明

证明 设 𝑅𝑋𝑌 ∈ ℰ𝑘，则存在参数 𝑓, 𝑔, 𝛼, 𝛽 使得 𝑅𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 𝛼, 𝛽]。故对任意
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴，有,

log
𝑅𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑅𝑋(𝑥)𝑅𝑌 (𝑦) = 𝑓T(𝑥)𝑔(𝑦) − 𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑦). (A­55)

其等价于

𝚪 = FGT − 1|𝒳|𝜷T − 𝜶1T|𝒴|, (A­56)

其中 1𝑚为所有元素均为 1的𝑚维向量。若 rank(𝚪) ⩽ 𝑘，可找到 (F,G)对使 𝚪 = FGT

以及 𝑅𝑋𝑌 = 𝑄[𝑓 , 𝑔, 0, 0]成立。此外，由 (A­56)可得

rank(𝚪) ⩽ rank(FGT) + 2 ⩽ 𝑘 + 2. (A­57)

故当 rank(𝚪) > 𝑘 + 2时有 𝑅𝑋𝑌 ∉ ℰ𝑘。 □
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B.1 引理 4.1的证明

设 𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑘 共有 𝑞 个不同的取值，定义下标 𝑖0, ⋯ , 𝑖𝑞 使其满足 0 = 𝑖0 < ⋯ <
𝑖𝑞 = 𝑘及

𝜆𝑖0+1 = 𝜆𝑖1 > 𝜆𝑖1+1 = 𝜆𝑖2 > ⋯ > 𝜆𝑖𝑞−1+1 = 𝜆𝑖𝑞 > 𝜆𝑖𝑞+1.

由此可得

tr{V
T
𝑘(𝜏)AV𝑘(𝜏)} =

𝑘

∑
𝑗=1

𝐯T𝑗 (𝜏)A𝐯𝑗(𝜏) =
𝑞

∑
𝑠=1

𝑖𝑠

∑
𝑖=𝑖𝑠−1+1

𝐯T𝑖 (𝜏)A𝐯𝑖(𝜏), (B­1)

其中 𝐯𝑗(𝜏)表示 V𝑘的第 𝑗 列。接下来，我们考虑上述求和式中 𝑠 = 1的项，即

𝑖1

∑
𝑖=𝑖0+1

𝐯T𝑖 (𝜏)A𝐯𝑖(𝜏) = tr{V
T
𝑖1(𝜏)AV𝑖1(𝜏)} ,

其中 V𝑖1(𝜏) ∈ ℝ𝑑×𝑖1 由矩阵 V𝑘(𝜏)的前 𝑖1列构成。注意到由于 A(𝜏)为解析函数，因
此存在对称阵 A″使得

A(𝜏) = A + 𝜏A′ + 𝜏2A″ + 𝑜(𝜏2).

此外，由A(𝜏)的解析性可知对应特征空间V𝑘(𝜏)的解析性 [94]，从而我们可将V𝑖1(𝜏)
展开为

V𝑖1(𝜏) = V̂𝑖1 + 𝜏V′
𝑖1 + 𝜏2V″

𝑖1 + 𝑜(𝜏2),

其中 V̂𝑖1、V′
𝑖1 及 V″

𝑖1 均为 ℝ𝑑×𝑖1 中的矩阵。进一步地,由于 V̂𝑖1 的各列构成矩阵 A

与特征值 𝜆1 对应的特征子空间的一组标准正交基，我们有 AV̂𝑖1 = 𝜆1V̂𝑖1。从而根

据 VT
𝑖1(𝜏)V𝑖1(𝜏) = I𝑖1 可推知

I𝑖1 = VT
𝑖1(𝜏)V𝑖1(𝜏)

= V̂T
𝑖1V̂𝑖1 + 𝜏(V̂T

𝑖1V
′
𝑖1 + V′T

𝑖1 V̂𝑖1) + 𝜏2(V̂T
𝑖1V

″
𝑖1 + V″T

𝑖1 V̂𝑖1 + V′T
𝑖1 V

′
𝑖1) + 𝑜(𝜏2),

因此可得

V̂T
𝑖1V

′
𝑖1 + V′T

𝑖1 V̂𝑖1 = O𝑖1 , (B­2a)
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V̂T
𝑖1V

″
𝑖1 + V″T

𝑖1 V̂𝑖1 + V′T
𝑖1 V

′
𝑖1 = O𝑖1 , (B­2b)

其中 I𝑖1 及 O𝑖1 分别表示 ℝ𝑖1×𝑖1 中的单位阵及零矩阵。因此，我们有

VT
𝑖1(𝜏)AV𝑖1(𝜏)

= (V̂𝑖1 + 𝜏V′
𝑖1 + 𝜏2V″

𝑖1)
T
A(V̂𝑖1 + 𝜏V′

𝑖1 + 𝜏2V″
𝑖1) + 𝑜(𝜏2)

= V̂T
𝑖1AV̂𝑖1 + 𝜏V̂T

𝑖1AV
′
𝑖1 + V′T

𝑖1 AV̂𝑖1 + 𝜏2V̂T
𝑖1AV

″
𝑖1 + V′T

𝑖1 AV
′
𝑖1 + V″T

𝑖1 AV̂𝑖1 + 𝑜(𝜏2)

= 𝜆1 ⋅ I𝑖1 + 𝜆1 ⋅ 𝜏V̂T
𝑖1V

′
𝑖1 + V′T

𝑖1 V̂𝑖1 + 𝜏2𝜆1V̂T
𝑖1V

″
𝑖1 + V′T

𝑖1 AV
′
𝑖1 + 𝜆1V″T

𝑖1 V̂𝑖1 + 𝑜(𝜏2)

= 𝜆1 ⋅ I𝑖1 − 𝜏2V′T
𝑖1 (𝜆1I𝑑 − A)V′

𝑖1 + 𝑜(𝜏2), (B­3)

其中倒数第二个等号根据 AV̂𝑖1 = 𝜆1V̂𝑖1 推得，最后一个等号基于 (B­2)得出，式中

I𝑑 表示 ℝ𝑑×𝑑 中的单位阵。

进一步，我们定义矩阵

𝚲𝑖1(𝜏) ≜ diag{𝜆1(𝜏), ⋯ , 𝜆𝑖1(𝜏)},

其中 𝜆1(𝜏), ⋯ , 𝜆𝑖1(𝜏)为矩阵 A(𝜏)的前 𝑖1个特征值。根据 A(𝜏)的解析性可得 𝚲𝑖1(𝜏)
的解析性，因此其可展开成为

𝚲𝑖1(𝜏) = 𝜆1I𝑖1 + 𝜏𝚲′
𝑖1 + 𝜏2𝚲″

𝑖1 + 𝑜(𝜏2),

其中 𝚲′
𝑖1 及 𝚲″

𝑖1 均为对角阵。于是根据 A(𝜏)V𝑖1(𝜏) = V𝑖1(𝜏)𝚲𝑖1(𝜏)可知

(A + 𝜏A′ + 𝜏2A″) (V̂𝑖1 + 𝜏V′
𝑖1 + 𝜏2V″

𝑖1)
= (V̂𝑖1 + 𝜏V′

𝑖1 + 𝜏2V″
𝑖1) (𝜆1I𝑖1 + 𝜏𝚲′

𝑖1 + 𝜏2𝚲″
𝑖1) + 𝑜(𝜏2).

比较等式两边 𝜏 的一阶项，可得

A′V̂𝑖1 + AV′
𝑖1 = 𝜆1V′

𝑖1 + V̂𝑖1𝚲′
𝑖1 ,

由此推出

(𝜆1I𝑑 − A)V′
𝑖1 = A′V̂𝑖1 − V̂𝑖1𝚲′

𝑖1 . (B­4)

在上式等号两边同时左乘 V̂T
𝑖1，并利用等式 AV̂𝑖1 = 𝜆1V̂𝑖1，化简可得

𝚲′
𝑖1 = V̂T

𝑖1A
′V̂𝑖1 . (B­5)
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于是我们可将 [V
′T
𝑖1 (𝜆1I𝑑 − A)V′

𝑖1] of (B­3)表达为

V′T
𝑖1 (𝜆1I𝑑 − A)V′

𝑖1 = [(𝜆1I𝑑 − A)V′
𝑖1]

T
V′

𝑖1

= (A
′V̂𝑖1 − V̂𝑖1𝚲′

𝑖1)
T
V′

𝑖1 (B­6a)

= (V̂
T
𝑖1A

′ − 𝚲′
𝑖1V̂

T
𝑖1)V

′
𝑖1 (B­6b)

= V̂T
𝑖1A

′
[(I𝑑 − V̂𝑖1V̂

T
𝑖1) + V̂𝑖1V̂

T
𝑖1]V

′
𝑖1 − 𝚲′

𝑖1V̂
T
𝑖1V

′
𝑖1

= V̂T
𝑖1A

′
(I𝑑 − V̂𝑖1V̂

T
𝑖1)V

′
𝑖1 + (V̂

T
𝑖1A

′V̂𝑖1 − 𝚲′
𝑖1) V̂

T
𝑖1V

′
𝑖1

= V̂T
𝑖1A

′
(I𝑑 − V̂𝑖1V̂

T
𝑖1)V

′
𝑖1 , (B­6c)

其中 (B­6a)基于 (B­4)，(B­6c)基于 (B­5)。进一步，由矩阵 A的特征值分解有

A = 𝜆1

𝑖1

∑
𝑗=1

̂𝐯𝑗 ̂𝐯T𝑗 +
𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

𝜆𝑗𝐯𝑗𝐯T𝑗 ,

其中 ̂𝐯𝑗 为矩阵 V̂𝑖1 的第 𝑗 列 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑖1)。类似地，我们有

I𝑑 =
𝑖1

∑
𝑗=1

̂𝐯𝑗 ̂𝐯T𝑗 +
𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

𝐯𝑗𝐯T𝑗 .

由此可得

𝜆1I𝑑 − A =
𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

(𝜆1 − 𝜆𝑗)𝐯𝑗𝐯T𝑗 ,

及其Moore–Penrose伪逆

(𝜆1I𝑑 − A)† =
𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

𝐯𝑗𝐯T𝑗
𝜆1 − 𝜆𝑗

. (B­7)

于是可推出

I𝑑 − V̂𝑖1V̂
T
𝑖1 =

𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

𝐯𝑗𝐯T𝑗 = (𝜆1I𝑑 − A)†(𝜆1I𝑑 − A),

从而有

(I𝑑 − V̂𝑖1V̂
T
𝑖1)V

′
𝑖1 = (𝜆1I𝑑 − A)†(𝜆1I𝑑 − A)V′

𝑖1 (B­8a)

= (𝜆1I𝑑 − A)†A′V̂𝑖1 − (𝜆1I𝑑 − A)†V̂𝑖1𝚲′
𝑖1 (B­8b)
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= (𝜆1I𝑑 − A)†A′V̂𝑖1 , (B­8c)

其中 (B­8b)基于 (B­4)。为导出 (B­8c)，注意到由于对所有 𝑖 ⩽ 𝑖1 < 𝑗， ̂𝐯𝑖与 𝐯𝑗 正

交，因此 (𝜆1I𝑑 − A)†V̂𝑖1 为零矩阵 [参见 (B­7)]。

综合 (B­3)、(B­6)及 (B­8)的结果，可得

VT
𝑖1(𝜏)AV𝑖1(𝜏) = 𝜆1 ⋅ I𝑖1 − 𝜏2V̂T

𝑖1A
′(𝜆1I𝑑 − A)†A′V̂𝑖1 + 𝑜(𝜏2), (B­9)

由此推出

tr{V
T
𝑖1(𝜏)AV𝑖1(𝜏)} = 𝜆1 ⋅ 𝑖1 − 𝜏2 tr{V̂

T
𝑖1A

′(𝜆1I𝑑 − A)†A′V̂𝑖1} + 𝑜(𝜏2)

= 𝜆1 ⋅ 𝑖1 − 𝜏2
𝑖1

∑
𝑖=1

̂𝐯T𝑖 A′(𝜆1I𝑑 − A)†A′ ̂𝐯𝑖 + 𝑜(𝜏2)

= 𝜆1 ⋅ 𝑖1 − 𝜏2
𝑖1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

( ̂𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆1 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2) (B­10a)

= 𝜆1 ⋅ 𝑖1 − 𝜏2
𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

‖V̂
T
𝑖1A

′𝐯𝑗‖
2

𝜆1 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2) (B­10b)

= 𝜆1 ⋅ 𝑖1 − 𝜏2
𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

‖V
T
𝑖1A

′𝐯𝑗‖
2

𝜆1 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2) (B­10c)

= 𝜆1 ⋅ 𝑖1 − 𝜏2
𝑖1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑖1+1

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆1 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2), (B­10d)

其中 (B­10a)依据 (B­7)，等式 (B­10c)中的 V𝑖1 定义为 V𝑖1 ≜ [𝐯1, ⋯ , 𝐯𝑖1] ∈ ℝ𝑑×𝑖1。

此外，等式 (B­10c)成立是由于，矩阵 V𝑖1 及 V̂𝑖1 的各列均构成 A与特征值 𝜆1 对

应的特征子空间的一组正交基。

基于类似的推导，对任意的 𝑠我们有

𝑖𝑠

∑
𝑖=𝑖𝑠−1+1

𝐯T𝑖 (𝜏)A𝐯𝑖(𝜏) = 𝜆𝑖𝑠(𝑖𝑠 − 𝑖𝑠−1) − 𝜏2
𝑖𝑠

∑
𝑖=𝑖𝑠−1+1

∑
𝑗∶𝜆𝑗≠𝜆𝑖

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2). (B­11)

因此，结合 (B­1)及 (B­11)可得

tr{VT
𝑘(𝜏)AV𝑘(𝜏)} =

𝑞

∑
𝑠=1

𝑖𝑠

∑
𝑖=𝑖𝑠−1+1

𝐯T𝑖 (𝜏)A𝐯𝑖(𝜏)
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=
𝑞

∑
𝑠=1

𝜆𝑖𝑠(𝑖𝑠 − 𝑖𝑠−1) − 𝜏2
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2)

= tr{V
T
𝑘AV𝑘} − 𝜏2

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2),

即欲证结论。

B.2 引理 4.2的证明

设 𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑘 有 𝑞 个不同的取值，定义下标 𝑖0, ⋯ , 𝑖𝑞 使其满足 0 = 𝑖0 < ⋯ <
𝑖𝑞−1 < 𝑘 < 𝑘 + 1 ⩽ 𝑖𝑞 及

𝜆𝑖𝑠−1+1 = 𝜆𝑖𝑠 > 𝜆𝑖𝑠+1, 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑞.

首先考虑 𝑞 = 1的情形，从而有 𝑘 < 𝑖1。由 (B­9)可知

VT
𝑘(𝜏)AV𝑘(𝜏) = 𝜆1 ⋅ I𝑘 − 𝜏2V̂T

𝑘A
′(𝜆1I𝑑 − A)†A′V̂𝑘 + 𝑜(𝜏2),

从而 [参见 (B­10)]

tr{V
T
𝑘AV𝑘} = 𝑘𝜆1 − 𝜏2

𝑘

∑
𝑖=1

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

( ̂𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆1 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2)

为了求解 ̂𝐯𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘)，注意到

VT
𝑘(𝜏)A(𝜏)V𝑘(𝜏)

= (V̂𝑘 + 𝜏V′
𝑘 + 𝜏2V″

𝑘 )
T

(A + 𝜏A′ + 𝜏2A″) (V̂𝑘 + 𝜏V′
𝑘 + 𝜏2V″

𝑘 ) + 𝑜(𝜏2)

= V̂T
𝑘AV̂𝑘 + 𝜏 (V̂𝑘AV′

𝑘 + V′
𝑘AV̂𝑘 + V̂T

𝑘AV̂𝑘) + 𝑜(𝜏)

= 𝜆1I𝑘 + 𝜏 [𝜆1 (V̂
T
𝑘V

′
𝑘 + V′T

𝑘 V̂𝑘) + V̂T
𝑘A

′V̂𝑘] + 𝑜(𝜏)

= 𝜆1I𝑘 + 𝜏V̂T
𝑘A

′V̂𝑘 + 𝑜(𝜏),

其中第三个等式的推导基于AV̂𝑘 = 𝜆1V̂𝑘。为导出最后一个等式，注意到根据 (B­2a)，

(V̂
T
𝑘V

′
𝑘 + V′T

𝑘 V̂𝑘)为零矩阵。
由于矩阵 V̂𝑘各列为矩阵 A对应于特征值 𝜆1的特征子空间中 𝑘个单位正交的

向量，我们可以将 V̂𝑘 表达为 V̂𝑘 = V𝑖1U的形式，其中 U = [𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑘] ∈ ℝ𝑖1×𝑘 满
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足 UTU = I𝑘。此外，由特征向量的定义，V𝑘(𝜏)为所有各列单位正交的 𝑑 × 𝑘矩阵
中，使得

tr{V
T
𝑘(𝜏)A(𝜏)V𝑘(𝜏)} = 𝑘𝜆1 + 𝜏 tr{V̂

T
𝑘A

′V̂𝑘} + 𝑜(𝜏)

= 𝑘𝜆1 + 𝜏 tr{U
TVT

𝑖1A
′V𝑖1U} + 𝑜(𝜏)

最大化的矩阵。

因此，U可表示为如下优化问题的最优解：

maximize
U′

tr{U
′TVT

𝑖1A
′V𝑖1U

′
}

subject to U′ ∈ ℝ𝑖1×𝑘, U′TU′ = I𝑘,

从而可知 𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑘为矩阵 VT
𝑖1A

′V𝑖1 的前 𝑘个特征向量。
由此可得

tr{V
T
𝑘AV𝑘} = 𝑘𝜆1 − 𝜏2

𝑘

∑
𝑖=1

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

( ̂𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆1 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2) (B­12)

其中 ̂𝐯𝑖 = V𝑖1𝐮𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘)，且 𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑘为矩阵 VT
𝑖1A

′V𝑖1 的前 𝑘个特征向量。
类似地，对 𝑞 > 1我们有

𝑘

∑
𝑖=𝑙

𝐯T𝑖 (𝜏)A𝐯𝑖(𝜏) = (𝑘 − 𝑙 + 1)𝜆𝑘 − 𝜏2
𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

( ̂𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑘 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2),

其中 𝑙为 ℐ𝑘的最小元， ̂𝐯𝑖定义为

̂𝐯𝑖 ≜ Vℐ𝑘𝐮𝑖−𝑙+1, 𝑙 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘,

其中 𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑘−𝑙+1为 VT
ℐ𝑘
A′Vℐ𝑘 的前 𝑘 − 𝑙 + 1个特征向量。由此可得

tr{V
T
𝑘(𝜏)AV𝑘(𝜏)}

= tr{V
T
𝑙−1(𝜏)AV𝑙−1(𝜏)} +

𝑘

∑
𝑖=𝑙

𝐯T𝑖 (𝜏)A𝐯𝑖(𝜏)

= tr{V
T
𝑙−1AV𝑙−1} − 𝜏2

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

𝐯T𝑖 (𝜏)A𝐯𝑖(𝜏) + 𝑜(𝜏2)
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= tr{V
T
𝑙−1AV𝑙−1} − 𝜏2

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗

+ (𝑘 − 𝑙 + 1)𝜆𝑟 − 𝜏2
𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

( ̂𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑘 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2)

= tr{V
T
𝑘AV𝑘} − 𝜏2

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

(𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
− 𝜏2

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

( ̂𝐯T𝑖 A′𝐯𝑗)
2

𝜆𝑘 − 𝜆𝑗
+ 𝑜(𝜏2),

其中第二个等号可由引理 4.1推出。

B.3 引理 4.3的证明

首先定义 𝑝min ≜ min{𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴, 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) > 0}，则对任意
̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖)，根据 Pinsker不等式 [9]我们有

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

[Γ(𝑦, 𝑥)]2 = ∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴 ∶ 𝑃𝑋𝑌 (𝑥,𝑦)>0

[ ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)]
2

𝜖𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) (B­13a)

⩽ 1
𝜖𝑝min ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
[ ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)]

2 (B­13b)

⩽ 1
𝜖𝑝min

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

| ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)|
⎞
⎟
⎟
⎠

2

(B­13c)

⩽ 2𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 )
𝜖𝑝min

(B­13d)

⩽ 2
𝑝min𝛼𝑘

. (B­13e)

故对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴 有

|Γ(𝑦, 𝑥)| <
√

2
𝑝min𝛼𝑘

. (B­14)

因此，由 (4­16)可知

|Ξ(𝑦, 𝑥)| ⩽ 1
𝑝min

|Γ(𝑦, 𝑥)| + 1
𝑝min |

1
𝑃𝑋(𝑥) ∑

𝑦′∈𝒴
√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦′)Γ(𝑦′, 𝑥) (B­15)

+ 1
𝑃𝑌 (𝑦) ∑

𝑥′∈𝒳
√𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥′)| (B­16)
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⩽ 1
𝑝min

|Γ(𝑦, 𝑥)| + |𝒳| + |𝒴|
𝑝2
min

⋅ max
(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴

|Γ(𝑦, 𝑥)| (B­17)

⩽ 1 + |𝒳| + |𝒴|
𝑝2
min

⋅ max
(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴

|Γ(𝑦, 𝑥)| (B­18)

⩽ 1 + |𝒳| + |𝒴|
𝑝3
min

√
2
𝛼𝑘

, (B­19)

其中最后的不等式基于 (B­14) 及 𝑝min ⩽ 1。于是我们有 ‖𝚵‖F ⩽ 𝐶，其中 𝐶 ≜
1+|𝒳|+|𝒴|

𝑝3
min

√
2|𝒳||𝒴|

𝛼𝑘
仅仅依赖于 𝑃𝑋𝑌。

欲证 (4­17)，我们首先引入记号 𝜏 ≜ √𝜖 以便表达。根据 (4­15)，经验边缘分

布与真实边缘分布的差可表示为

̂𝑃𝑋(𝑥) − 𝑃𝑋(𝑥) = 𝜏√𝑃𝑋(𝑥)Γ𝑋(𝑥), (B­20)

̂𝑃𝑌 (𝑦) − 𝑃𝑌 (𝑦) = 𝜏√𝑃𝑌 (𝑦)Γ𝑌 (𝑦), (B­21)

其中

Γ𝑋(𝑥) ≜ ∑
𝑦∈𝒴

√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)Γ(𝑦, 𝑥), (B­22)

Γ𝑌 (𝑦) ≜ ∑
𝑥∈𝒳

√𝑃𝑋|𝑌 (𝑥|𝑦)Γ(𝑦, 𝑥). (B­23)

此外，由 (B­20)及 (B­21)可推得

√ ̂𝑃𝑋(𝑥) ̂𝑃𝑌 (𝑦) = √𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)[1 + 𝜏
2 (

Γ𝑋(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

+ Γ𝑌 (𝑦)
√𝑃𝑌 (𝑦))] + 𝑜(𝜏) (B­24)

以及

1

√ ̂𝑃𝑋(𝑥) ̂𝑃𝑌 (𝑦)
= 1

√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)[1 − 𝜏
2 (

Γ𝑋(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

+ Γ𝑌 (𝑦)
√𝑃𝑌 (𝑦))] + 𝑜(𝜏). (B­25)

因此，根据 (4­15)及 (B­20)–(B­25)，对任意 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴 我们有

̂𝐵(𝑦, 𝑥) − ̃𝐵(𝑦, 𝑥) (B­26)

= 𝜏(
√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
Γ(𝑦, 𝑥) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

2√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

⋅ [
1

𝑃𝑋(𝑥) ∑
𝑦′∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦′)Γ(𝑦′, 𝑥) + 1
𝑃𝑌 (𝑦) ∑

𝑥′∈𝒳
√𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥′)]) + 𝑜(𝜏)

= 𝜏Ξ(𝑦, 𝑥) + 𝑜(𝜏)
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= √𝜖 Ξ(𝑦, 𝑥) + 𝑜 (√𝜖) , (B­27)

亦即 (4­17)。

B.4 引理 4.4的证明

对给定 𝜖 > 0及 𝑡 > 0，定义𝒩 (𝜖)的子集 𝒮 (𝑡)
2 (𝜖)为

𝒮 (𝑡)
2 (𝜖) ≜

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̂𝑃𝑋𝑌 ∶ ̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖), ̂𝑃𝑋𝑌 ↔ Γ,
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
⩾ 𝑡

⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

(B­28)

其中 𝝓𝑖 为矩阵 B̃ 第 𝑖 个右奇异向量，𝚵 的定义由 (4­16) 给出。我们有如下关于

𝒮 (𝑡)
2 (𝜖)的引理。

引理 B.1： 对任意 𝑡 ∈ (0, 2)，我们有

lim
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮 (𝑡)
2 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 𝑡

2𝛼𝑘
. (B­29)

基于引理 B.1，我们给出引理 4.4的证明如下。首先对所有满足 ̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖)
的经验分布 ̂𝑃𝑋𝑌，由引理 4.3可知

B̂TB̂ = B̃TB̃ + √𝜖 (B̃
T𝚵 + 𝚵TB̃) + 𝑜 (√𝜖) . (B­30)

利用引理 4.1中微扰分析的结果，我们可以将学习误差表示为

‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F = 𝜖

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+ 𝑜(𝜖). (B­31)

因此，对任意 𝑡 ∈ (0, 1)，存在 𝜖0 > 0使得对所有 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)，我们有

𝒮 (1+𝑡)
2 (𝜖) ⊆ 𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ⊆ 𝒮 (1−𝑡)

2 (𝜖). (B­32)

由此推得

𝐷 (𝒮 (1−𝑡)
2 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) ⩽ 𝐷 (𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) ⩽ 𝐷 (𝒮 (1+𝑡)

2 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) . (B­33)

由 (B­33)的第一个不等式可知

lim inf
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) ⩾ lim inf
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮 (1−𝑡)
2 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 1 − 𝑡

2𝛼𝑘
,

(B­34a)
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其中等号由引理 B.1推出。类似地，根据 (B­33)的第二个不等式可知

lim sup
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) ⩽ lim sup
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮 (1+𝑡)
2 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 1 + 𝑡

2𝛼𝑘
.

(B­34b)

注意到由于 𝑡可以任意接近 0，必然有

lim
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 1
2𝛼𝑘

(B­35)

成立。

接下来只需证明引理 B.1。

证明 (引理 B.1的证明) 由于集合 𝒮 (𝑡)
2 (𝜖)为闭集，我们有

𝐷 (𝒮 (𝑡)
2 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = inf

̂𝑃𝑋𝑌 ∈𝒮 (𝑡)
2 (𝜖)

𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) = min
̂𝑃𝑋𝑌 ∈𝒮 (𝑡)

2 (𝜖)
𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ).

其次，对所有满足 ̂𝑃𝑋𝑌 ↔ Γ及 ̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒮 (𝑡)
2 (𝜖) ⊂ 𝒩 (𝜖)的 Γ，由 (B­14)可知对所有

的 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 × 𝒴，Γ(𝑦, 𝑥)均有界。因此，根据 K­L散度的二阶展开 (参考命题 2.1)

有

𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) = 1
2 ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

[ ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)]
2

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝑜(𝜖)

= 𝜖
2 ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
Γ2(𝑦, 𝑥) + 𝑜(𝜖) = 𝜖

2 ‖𝚪‖2
F + 𝑜(𝜖). (B­36)

另外，因为 ̂𝑃𝑋𝑌 及 𝑃𝑋𝑌 均为概率分布，由 (4­15)可知

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥) = 0. (B­37)

因此，对 (B­29)的求解可转化为解如下优化问题：

minimize
𝚪

‖𝚪‖2
F (B­38a)

subject to
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
⩾ 𝑡, (B­38b)

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥) = 0. (B­38c)
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虽然上述优化问题中并未考虑限制条件 ̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖)，但我们很快可从推导中看
到，最优的 𝚪自动满足该条件。注意到因为该优化问题中目标函数及不等式约束
条件 (B­38b)均为二次的，其最优解可通过求解如下优化问题求得：

maximize
𝚪

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

subject to ‖𝚪‖2
F ⩽ 1, ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥) = 0, (B­39)

其中我们对调了目标函数及不等式约束中的二次函数。进一步地，易知优化问题

(B­39)等价于其除掉等式约束所得优化问题，即

maximize
𝚪

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
(B­40a)

subject to ‖𝚪‖2
F ⩽ 1. (B­40b)

实际上，令 𝚪∗ 为 (B­40) 的最优解，定义 𝑐 ≜ ∑𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴 √𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ∗(𝑦, 𝑥) 及
𝑧(𝑥, 𝑦) ≜ Γ∗(𝑦, 𝑥) − 𝑐√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)，则有

1 = ∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

[Γ∗(𝑦, 𝑥)]
2 = ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
𝑧2(𝑥, 𝑦) + 𝑐2,

故 |𝑐| ⩽ 1。
下面对 |𝑐|取值进行讨论。若 |𝑐| = 1，可得 Γ∗(𝑦, 𝑥) = ±√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)，于是由

(4­16)可推出 Ξ(𝑦, 𝑥) = ∓√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)。因此得出 𝚵 = ∓𝝍0𝝓T
0，其中 𝝍0 为第 𝑦个

元素为√𝑃𝑌 (𝑦)的 |𝒴|维向量；类似地，𝝓0 ∈ ℝ|𝒳| 的第 𝑥个元素定义为√𝑃𝑋(𝑥)。
于是由 B̃T𝚵 = ∓B̃T𝝍0𝝍T

0 = O可知目标函数值为 0，与 𝚪∗最优的假设矛盾。

若 0 < |𝑐| < 1, 构造矩阵 𝚪′ 使其元素为 Γ′(𝑦, 𝑥) = 𝑧(𝑥, 𝑦)/√1 − 𝑐2，则易得

‖𝚪′‖
2
F = 1且对优化问题 (B­39)，当优化变量 𝚪取 𝚪′ 时所对应的目标函数值为取

𝚪∗时所对应值的 1/(1 − 𝑐2)倍，与 𝚪∗最优的假设矛盾。

综上，必然有 𝑐 = 0，因此优化问题 (B­40)与 (B­39)有相同的最优解。

此外，可验证对所有满足𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦′) = 0的 (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝒳×𝒴，必然有Γ∗(𝑦′, 𝑥′) =
0成立。如若不然，令 Γ∗(𝑦′, 𝑥′) = 0且对 𝚪∗进行常数倍缩放使其满足 ‖𝚪∗‖

2
F = 1。

根据 (4­16)，(B­40)的目标函数值将增加，这与 𝚪∗ 最优的假设矛盾。因此，最优

解 𝚪∗满足定义式 (4­15)。
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为简化目标函数(B­40a)，我们引入向量化操作 vec(⋅)，将(B­40a)表示为

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

=
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[(B̃𝝓𝑖)
T𝚵𝝓𝑗 + (B̃𝝓𝑗)

T𝚵𝝓𝑖]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
(B­41a)

=
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

(tr{(B̃𝝓𝑖𝝓T
𝑗 + B̃𝝓𝑗𝝓T

𝑖 )
T

𝚵})
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
(B­41b)

=
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[vec
T

(B̃𝝓𝑖𝝓T
𝑗 + B̃𝝓𝑗𝝓T

𝑖 ) vec(𝚵)]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
(B­41c)

=
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝜽T𝑖𝑗 vec(𝚵)]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
(B­41d)

= vecT(𝚵)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

𝜽𝑖𝑗𝜽T𝑖𝑗
𝜎2

𝑖 − 𝜎2
𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
vec(𝚵), (B­41e)

其中 (B­41b)–(B­41c)使用了矩阵迹的性质

𝐮TM𝐯 = tr{𝐮TM𝐯} = tr{𝐯𝐮TM} = vecT (𝐮𝐯T) vec(M),

式 (B­41d)基于恒等关系

vec(B̃𝝓𝑖𝝓T
𝑗 + B̃𝝓𝑗𝝓T

𝑖 ) = 𝝓𝑗 ⊗ (B̃𝝓𝑖) + 𝝓𝑖 ⊗ (B̃𝝓𝑗) = 𝜽𝑖𝑗 .

在此基础上，由 (4­16)及 (4­11)可得 vec(𝚵) = L vec (𝚪)，于是 (B­41e)可化简

为

vecT(𝚪)LT
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

𝜽𝑖𝑗𝜽T𝑖𝑗
𝜎2

𝑖 − 𝜎2
𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
L vec(𝚪) = vecT(𝚪)G𝑘 vec(𝚪). (B­42)

根据 ‖vec (𝚪)‖ = ‖𝚪‖F，约束 (B­40)等价于 ‖vec (𝚪)‖ ⩽ 1，因此 (B­42)的最大值

为 G𝑘 的最大奇异值 𝛼𝑘，即优化问题 (B­40)及 (B­39)的目标函数最优值。由此可

知，原优化问题 (B­38) 的最优解为 √
𝑡

𝛼𝑘
𝚪∗，相应的目标函数最优值为 𝑡𝛼−1

𝑘 。令
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̂𝑃 ∗
𝑋𝑌 ↔ √

𝑡
𝛼𝑘

Γ∗为对应的最优经验分布，则对充分小的 𝜖，有

𝐷( ̂𝑃 ∗
𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) = 𝜖𝑡

2𝛼𝑘
+ 𝑜(𝜖) < 𝜖

𝛼𝑘
,

其中不等号成立由于 𝑡 ∈ (0, 2).
由此得出 ̂𝑃 ∗

𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖)，故

min
̂𝑃𝑋𝑌 ∈𝒮 (𝑡)

2 (𝜖)
𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) = 𝐷( ̂𝑃 ∗

𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑜(𝜖) = 𝜖𝑡
2𝛼𝑘

+ 𝑜(𝜖), (B­43)
□

从而 (B­29)成立。

B.5 定理 4.2的证明

首先由 (4­22)知存在 𝜖1 > 0使得对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖1)有

𝐷 (𝑆1(𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 𝜖
2𝛼𝑘

+ 𝑜(𝜖) > 𝜖
3𝛼𝑘

.

于是根据 Sanov定理有

ℙ𝑛 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} ⩽ (𝑛 + 1)|𝒳||𝒴| exp (−𝑛 ⋅ 𝐷 (𝑆1(𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ))

< (𝑛 + 1)|𝒳||𝒴| exp(− 𝑛𝜖
3𝛼𝑘 ) . (B­44)

因此只需选择 𝑛使其满足

(𝑛 + 1)|𝒳||𝒴| exp(− 𝑛𝜖
3𝛼𝑘 ) < 𝛿,

即

𝑛 > 1
𝜇 𝑊−1 (𝜇𝑒𝜇𝛿

1
|𝒳||𝒴|

) − 1, (B­45)

其中 𝜇 ≜ − 𝜖
3|𝒳||𝒴|𝛼𝑘

，且𝑊−1(⋅)表示下半支的 Lambert 𝑊 函数 [95]。

注意到由于当 𝑥 → 0−时有𝑊−1(𝑥) = log(−𝑥) + 𝑜(log(−𝑥))，存在 𝑥0 < 0使得

𝑊−1(𝑥) > 4
3 log(−𝑥), ∀ 𝑥 ∈ (𝑥0, 0). (B­46)

因此，令 let 𝜖2 ≜ min{3|𝒳||𝒴|𝛼𝑘|𝑥0|, 𝛼𝑘
3|𝒳||𝒴|𝑒}，则对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖2)有

|𝜇𝑒𝜇𝛿
1

|𝒳||𝒴|
| < |𝜇| = 𝜖

3|𝒳||𝒴|𝛼𝑘
< |𝑥0|,
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以及

4|𝒳||𝒴|𝛼𝑘
𝜖 log(3|𝒳||𝒴|) = 4|𝒳||𝒴|𝛼𝑘

𝜖 log
𝛼𝑘
𝜖 + 4|𝒳||𝒴|𝛼𝑘

𝜖 log
3|𝒳||𝒴|𝜖

𝛼𝑘
(B­47a)

< 4|𝒳||𝒴|𝛼𝑘
𝜖 log

𝛼𝑘
𝜖 − 4|𝒳||𝒴|𝛼𝑘

𝜖 (B­47b)

< 4|𝒳||𝒴|𝛼𝑘
𝜖 log

𝛼𝑘
𝜖 − 12|𝒳|2|𝒴|2𝑒, (B­47c)

其中 (B­47)中的不等式基于 𝜖 < 𝜖2 < 𝛼𝑘
3|𝒳||𝒴|𝑒。

故得

1
𝜇 𝑊−1 (𝜇𝑒𝜇𝛿

1
|𝒳||𝒴|

) − 1

< 4
3𝜇 log(−𝜇𝑒𝜇𝛿

1
|𝒳||𝒴|

) − 1 (B­48a)

= 4|𝒳||𝒴|𝛼𝑘
𝜖 log

𝛼𝑘
𝜖 + 4𝛼𝑘

𝜖 log 1
𝛿 + 4|𝒳||𝒴|𝛼𝑘

𝜖 log(3|𝒳||𝒴|) + 1
3 (B­48b)

< 8|𝒳||𝒴|𝛼𝑘
𝜖 log

𝛼𝑘
𝜖 + 4𝛼𝑘

𝜖 log 1
𝛿 − 12|𝒳|2|𝒴|2𝑒 + 1

3 (B­48c)

< 8|𝒳||𝒴|𝛼𝑘
𝜖 log

𝛼𝑘
𝜖 + 4𝛼𝑘

𝜖 log 1
𝛿 (B­48d)

= 𝑁(𝜖, 𝛿), (B­48e)

其中 (B­48a)基于 (B­46), (B­48c)由 (B­47)推出。

最后，令 𝜖0 ≜ min{𝜖1, 𝜖2}，则对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)及 𝑛 ⩾ 𝑁(𝜖, 𝛿)，由 (B­44)与

(B­48)得

ℙ𝑛 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F > 𝜖} < (𝑛 + 1)|𝒳||𝒴| exp(− 𝑛𝜖

3𝛼𝑘 ) < 𝛿,

从而定理得证。

B.6 推论 4.1的证明

首先注意到 (4­10)可化简为

G𝑘 =
𝑑−1

∑
𝑖=1

1
𝜎2

𝑖
LT𝜽𝑖𝑑𝜽T𝑖𝑑L =

𝑑−1

∑
𝑖=1

1
𝜎2

𝑖
(L

T𝜽𝑖𝑑) (L
T𝜽𝑖𝑑)

T
, (B­49)

其中

𝜽𝑖𝑑 = 𝝓𝑑 ⊗ (B̃𝝓𝑖) = 𝜎𝑖(𝝓𝑑 ⊗ 𝝍𝑖), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑 − 1,
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且 𝝍𝑖 ∈ ℝ|𝒴|表示 B̃的第 𝑖个左奇异向量。由 𝜎𝑑−1 > 0 = 𝜎𝑑 以及 𝑑 = |𝒳| ⩽ |𝒴|可
知 𝝓𝑑 为奇异值 0所对应的唯一右奇异向量，因此

𝝓𝑑 = [√𝑃𝑋(1), ⋯ , √𝑃𝑋(𝑑)]
T
. (B­50)

从而由 (4­11)可得 (L
T𝜽𝑖𝑑)的第 [(𝑥 − 1)|𝒴| + 𝑦]个元素为

∑
𝑥′∈𝒳,𝑦′∈𝒴 √

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)
𝑃𝑋(𝑥′)𝑃𝑌 (𝑦′)[𝜎𝑖𝜙𝑑(𝑥′)𝜓𝑖(𝑦′)]

⋅ (𝛿𝑥𝑥′𝛿𝑦𝑦′ − 1
2[

𝛿𝑥𝑥′

𝑃𝑋(𝑥′) +
𝛿𝑦𝑦′

𝑃𝑌 (𝑦′)] ⋅ [𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦′) + 𝑃𝑋(𝑥′)𝑃𝑌 (𝑦′)])

= 𝜎𝑖𝜙𝑑(𝑥)𝜓𝑖(𝑦)√
𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) − 𝜎𝑖
2 √𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

⋅ ∑
𝑥′∈𝒳,𝑦′∈𝒴

([
𝛿𝑥𝑥′

𝑃𝑋(𝑥′) +
𝛿𝑦𝑦′

𝑃𝑌 (𝑦′)] ⋅ [ ̃𝐵(𝑦′, 𝑥′) + 2𝜙𝑑(𝑥′)√𝑃𝑌 (𝑦′)] 𝜓𝑖(𝑦′)𝜙𝑑(𝑥′))

(B­51a)

= 𝜎𝑖𝜙𝑑(𝑥)𝜓𝑖(𝑦)√
𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) − 𝜎𝑖
2 √𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

⋅ (
𝜙𝑑(𝑥)
𝑃𝑋(𝑥) ∑

𝑦′∈𝒴
[ ̃𝐵(𝑦′, 𝑥) + 2𝜙𝑑(𝑥)√𝑃𝑌 (𝑦′)] 𝜓𝑖(𝑦′)

+ 𝜓𝑖(𝑦)
𝑃𝑌 (𝑦) ∑

𝑥′∈𝒳
[ ̃𝐵(𝑦, 𝑥′) + 2𝜙𝑑(𝑥′)√𝑃𝑌 (𝑦)] 𝜙𝑑(𝑥′)) (B­51b)

= 𝜎𝑖𝜙𝑑(𝑥)𝜓𝑖(𝑦)√
𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) − 𝜎𝑖
2 √𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) ⋅

[
𝜎𝑖𝜙𝑖(𝑥)𝜙𝑑(𝑥)

𝑃𝑋(𝑥) + 2𝜓𝑖(𝑦)
√𝑃𝑌 (𝑦)]

(B­51c)

= −
𝜎2

𝑖
2 √𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)𝜙𝑖(𝑥), (B­51d)

其中 𝜙𝑖(𝑥)与 𝜓𝑗(𝑦)分别表示 𝝓𝑖 的第 𝑥个元素及 𝝍𝑗 的第 𝑦个元素，式 (B­51a)的

推导基于

𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦′) + 𝑃𝑋(𝑥′)𝑃𝑌 (𝑦′)
√𝑃𝑋(𝑥′)𝑃𝑌 (𝑦′)

= ̃𝐵(𝑦′, 𝑥′) + 2𝜙𝑑(𝑥′)√𝑃𝑌 (𝑦′).

此外，式 (B­51c)的推导基于

∑
𝑥′∈𝒳

̃𝐵(𝑦, 𝑥′)𝜙𝑑(𝑥′) = 𝜎𝑑𝜓𝑑(𝑦) = 0, (B­52a)
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∑
𝑥′∈𝒳

[𝜙𝑑(𝑥′)]2 = ‖𝝓𝑑‖2 = 1, (B­52b)

以及对给定 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑 − 1，有

∑
𝑦′∈𝒴

̃𝐵(𝑦′, 𝑥)𝜓𝑖(𝑦′) = 𝜎𝑖𝜙𝑖(𝑥), (B­53a)

∑
𝑦′∈𝒴

√𝑃𝑌 (𝑦′)𝜓𝑖(𝑦′) = 0, (B­53b)

其中 (B­53b)成立由于向量 [√𝑃𝑌 (1), ⋯ , √𝑃𝑌 (|𝒴|)]
T

∈ ℝ|𝒴| 为矩阵 B̃对应于奇异

值 0的左奇异向量。
故由 (B­51)可得

LT𝜽𝑖𝑑 = −
𝜎2

𝑖
2 M𝝓𝑖,

其中M ∈ ℝ(|𝒳|⋅|𝒴|)×|𝒳|为块对角矩阵，其定义为

M ≜

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝝂1 𝟎|𝒴| ⋯ 𝟎|𝒴|

𝟎|𝒴| 𝝂2 ⋯ 𝟎|𝒴|

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝟎|𝒴| 𝟎|𝒴| ⋯ 𝝂|𝒳|

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (B­54a)

式中 𝟎|𝒴|为 ℝ|𝒴|中的零向量，且对所有 𝑥 ∈ 𝒳，𝝂𝑥定义为 |𝒴|维向量：

𝝂𝑥 = [√𝑃𝑌 |𝑋(1|𝑥), ⋯ , √𝑃𝑌 |𝑋(|𝒴||𝑥)]
T

. (B­54b)

因此，由 (B­49)推出

G𝑘 = 1
4

𝑑−1

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖 (M𝝓𝑖)(M𝝓𝑖)T, (B­55)

从中可得 G𝑘的特征值分解。实际上，由MTM = I𝑑 可知 ⟨M𝝓𝑖,M𝝓𝑗⟩ = ⟨𝝓𝑖, 𝝓𝑗⟩ =
𝛿𝑖𝑗。因此，从 (B­55)得出G𝑘的非零特征值为 𝜎2

𝑖 /4 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑 − 1)，对应特征向量
M𝝓𝑖 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑 − 1)。故 G𝑘的最大特征值 (即最大奇异值)为

𝛼𝑘 = ‖G𝑘‖s =
𝜎2

1
4 ,

其中 ‖ ⋅ ‖s表示矩阵的谱范数。
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B.7 定理 4.3的证明

该定理证明过程与定理 4.1类似，只需将引理 4.1的扰动分析结果改为引理 4.2

的相应结果。首先注意到，𝒩 (𝜖)的定义可自然地拓展到 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1的情形
①：

𝒩 (𝜖) ≜ {
̂𝑃𝑋𝑌 ∶ 𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) ⩽ 𝜖

𝛽𝑘 } . (B­56)

接着定义 𝒮 (𝑡)
3 (𝜖)为关于 ̂𝑃𝑋𝑌 的集合，使得由 (4­15)给出的对应 Γ满足

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
⩾ 𝑡, (B­57)

其中 𝝋𝑖的定义参见 (4­25)。类似于引理 B.1，我们有如下结果。

引理 B.2： 当 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1时，对任意 𝑡 ∈ (0, 2)，有

lim
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮 (𝑡)
3 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 𝑡

2𝛽𝑘
. (B­58)

证明 该引理证明过程与引理 B.1类似。根据 K­L散度的二阶 Taylor展开 (B­36)，

极限 (B­58)可通过解如下优化问题求得：

minimize
𝚪

‖𝚪‖2
F

subject to
𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
⩾ 𝑡,

(B­59a)

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥) = 0. (B­59b)

与引理 B.1的证明过程同理，(B­59)的最优解可转化为求解

maximize
𝚪

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

(B­60a)

subject to ‖𝚪‖2
F ⩽ 1, (B­60b)

其中我们对调了目标函数及不等式约束中的二次函数，并去掉了等式约束。

① 易验证当 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1 时有 𝛽𝑘 = 𝛼𝑘，因此 (B­56)可视为 (4­14)的推广。
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类似于 (B­41)，目标函数 (B­60a)可表示为

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

= vecT(𝚵)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

𝜽𝑖𝑗𝜽T𝑖𝑗
𝜎2

𝑖 − 𝜎2
𝑗

+
𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

𝝑𝑖𝑗𝝑T
𝑖𝑗

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
vec(𝚵)

= vecT(𝚪)LT
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

𝜽𝑖𝑗𝜽T𝑖𝑗
𝜎2

𝑖 − 𝜎2
𝑗

+
𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

𝝑𝑖𝑗𝝑T
𝑖𝑗

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
L vec(𝚪)

= vecT(𝚪)J𝑘(𝚪) vec(𝚪),

其中第二个等号成立因为 vec(𝚵) = L vec(𝚪)。因此优化问题 (B­60)可等价表示为

(4­26)，从而其最优解为 𝛽𝑘。注意到对 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1 的特例，可不妨取 𝝋𝑖 = 𝝓𝑖 (

𝑖 = 𝑙, ⋯ , 𝑘)。易知此时 (B­60)的最优值为 𝛼𝑘，即当 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1时有 𝛽𝑘 = 𝛼𝑘。

最后，与引理 B.1证明过程同理，可得 (B­59)最优值为 𝑡/𝛽𝑘，从而

𝐷 (𝒮 (𝑡)
3 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 𝜖𝑡

2𝛽𝑘
+ 𝑜(𝜖),

由此可推出 (B­58)。 □

此外，由引理 4.2及引理 4.3可得经验分布 ̂𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖)所造成的学习误差为

‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̂𝑘‖

2
F = 𝜖

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

+ 𝜖
𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋T
𝑖 (B̃

T𝚵 + 𝚵TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+ 𝑜(𝜖). (B­61)

因此任取 𝑡 ∈ (0, 1)，存在 𝜖0 > 0使得对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)，有

𝒮 (1+𝑡)
3 (𝜖) ⊆ 𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩 (𝜖) ⊆ 𝒮 (1−𝑡)

3 (𝜖).

类比于 (B­33)–(B­35)的推导，可得

lim
𝜖→0+

𝜖−1𝐷 (𝒮 (𝑡)
1 (𝜖) ‖ 𝑃𝑋𝑌 ) = 2

𝛽𝑘
.

最后，与定理 4.1同理，可得 (4­27)。
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B.8 推论 4.2的证明

首先，我们介绍两个相关的引理。

引理 B.3： 设 𝑃𝑋𝑌 由推论 4.2所定义，则其对应典型相关矩阵 B̃的奇异值为

𝜎1 = ⋯ = 𝜎𝑑−1 = |𝑝1 − 𝑝2|√𝑑
√𝑝1 + (𝑑 − 1)𝑝2

, 𝜎𝑑 = 0. (B­62)

此外，对所有满足

⟨𝝓, 1𝑑⟩ = 0 以及 ‖𝝓‖ = 1 (B­63)

的 𝝓 = [𝜙(1), ⋯ , 𝜙(𝑑)]T ∈ ℝ𝑑，其对应的 𝝍 ≜ 𝜎−1
1 B̃T𝝓 = [𝜓(1), ⋯ , 𝜓(|𝒴|)]T ∈ ℝ|𝒴|

满足

𝜓(𝑦) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

sgn(𝑝1 − 𝑝2)𝜙(𝑦) 若 𝑦 ⩽ 𝑑

0 其它情况,
(B­64)

其中 1𝑑 表示 ℝ𝑑 中所有元素均为 1的向量。

证明 由 𝑃𝑋𝑌 定义可得

𝑃𝑋(𝑥) = 1
𝑑 , ∀ 𝑥 ∈ 𝒳,

以及

𝑃𝑌 (𝑦) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑝1 + (𝑑 − 1)𝑝2 若 𝑦 ⩽ 𝑑

𝑑𝑝2 其它情况.

从而由定义 (6­21)可得

B̃ = (𝑝1 − 𝑝2)√𝑑
√𝑝1 + (𝑑 − 1)𝑝2 [

I𝑑 − 𝑑−11𝑑1T𝑑
O|𝒴|−𝑑,𝑑 ]

, (B­65)

其中 O|𝒴|−𝑑,𝑑 表示 ℝ(|𝒴|−𝑑)×𝑑 中的零矩阵。故可知

B̃TB̃ = (𝑝1 − 𝑝2)2𝑑
𝑝1 + (𝑑 − 1)𝑝2 (I𝑑 − 1

𝑑 1𝑑1T𝑑) .

由于矩阵

I𝑑 − 1
𝑑 1𝑑1T𝑑
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特征值为 𝜆1 = ⋯ = 𝜆𝑑−1 = 1及 𝜆𝑑 = 0，可得矩阵 B̃的奇异值 𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑑 如 (B­62)

所示，因此 (B­65)可表示为

B̃ = sgn(𝑝1 − 𝑝2) ⋅ 𝜎1 [
I𝑑 − 𝑑−11𝑑1T𝑑
O|𝒴|−𝑑,𝑑 ]

. (B­66)

因此，对所有满足 (B­63) 𝝓 ∈ ℝ𝑑，有

𝝍 = 𝜎−1
1 B̃𝝓 = sgn(𝑝1 − 𝑝2)

[
I𝑑 − 𝑑−11𝑑1T𝑑
O|𝒴|−𝑑,𝑑 ]

𝝓 = sgn(𝑝1 − 𝑝2)
[

𝝓
𝟎|𝒴|−𝑑]

,

其中 𝟎|𝒴|−𝑑 为 ℝ|𝒴|−𝑑 中的零向量。 □

引理 B.4： 对所有满足 (B­63)的 𝝓 = [𝜙(1), ⋯ , 𝜙(𝑑)]T ∈ ℝ𝑑，我们有

𝜙2(1) ⩽ 𝑑 − 1
𝑑 ,

式中等号成立当且仅当 𝝓 = ±𝝓′，其中

𝝓′ ≜ 1
√(𝑑 − 1)𝑑

[𝑑 − 1, −1, ⋯ , −1]T ∈ ℝ𝑑 . (B­67)

证明 由 ⟨𝝓, 1𝑑⟩ = 0可得

𝑑

∑
𝑖=1

𝜙(𝑖) = 0.

由此得出

𝜙2(1) =
⎡⎢⎢⎣

𝑑

∑
𝑖=2

𝜙(𝑖)
⎤⎥⎥⎦

2

⩽ (𝑑 − 1)
𝑑

∑
𝑖=2

𝜙2(𝑖) = (𝑑 − 1) [‖𝝓‖2 − 𝜙2(1)] ,

其中不等式利用了算术平均不超过平方平均的事实。故

𝜙2(1) ⩽ 𝑑 − 1
𝑑 ‖𝝓‖2 = 𝑑 − 1

𝑑 ,

其中不等号取得等号当且仅当

𝜙(2) = 𝜙(3) = ⋯ = 𝜙(𝑑). (B­68)

因此，由 (B­63)及 (B­68)可知 𝝓 = ±𝝓′。 □

基于前述结论，推论 4.2可证明如下。
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证明 (推论 4.2的证明) 由引理 B.3 可得 𝜎1 = ⋯ = 𝜎𝑑−1 > 𝜎𝑑 = 0，从而对任意
1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑑 − 1有 ℐ𝑘 = [𝑑 − 1]，由此推出 𝑙 = minℐ𝑘 = 1以及 ℐc

𝑘 = {𝑑}。因此，根
据 (4­24)有

J𝑘(𝚪) = LT
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=1

𝝑𝑖𝑑𝝑T
𝑖𝑑

𝜎2
1

⎞
⎟
⎟
⎠
L = 1

𝜎2
1

𝑘

∑
𝑖=1

(L
T𝝑𝑖𝑑) (L

T𝝑𝑖𝑑)
T

. (B­69)

此外，与 (B­51)同理，可得

LT𝝑𝑖𝑑 = −
𝜎2

1
2 M𝝋𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, (B­70)

从而

J𝑘(𝚪) =
𝜎2

1
4

𝑘

∑
𝑖=1

(M𝝋𝑖)(M𝝋𝑖)T. (B­71)

注意到由于 ⟨M𝝋𝑖,M𝝋𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗，(B­71)给出了 G𝑘的特征值分解。故由定理 4.3可

推出

𝛽𝑘 ⩽ ‖J𝑘(𝚪)‖s =
𝜎4

1
4 .

为证明上式中不等号可取得等号，只需构造 𝚪使其满足 ‖𝚪‖F ⩽ 1以及

vecT (𝚪) J𝑘(𝚪) vec (𝚪) = ‖J𝑘(𝚪)‖s . (B­72)

实际上，对于 (B­67)中的 𝜙′，构造 𝚪为

Γ(𝑦, 𝑥) = √𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)𝜙′(𝑥) (B­73)

则有 𝝋1 = ±𝝓′以及 vec (𝚪) = M𝝓′ = ±M𝝋1，从而 (B­72)成立。

为说明该结论，首先注意到由 (B­73)可得 ‖𝚪‖F = 1，

∑
𝑦′∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦′)Γ(𝑦′, 𝑥) = √𝑃𝑋(𝑥)𝜙′(𝑥)

以及

∑
𝑥′∈𝒳

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥′) = √𝑃𝑌 (𝑦) ∑
𝑥′∈𝒳

𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦)
√𝑃𝑋(𝑥′)𝑃𝑌 (𝑦)

𝜙′(𝑥′) = 𝜎1√𝑃𝑌 (𝑦)𝜓′(𝑦),

其中 𝝍 ′ = [𝜓′(1), ⋯ , 𝜓′(|𝒴|)]
T ≜ 𝜎−1

1 B̃𝝓′.
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因此，由 (4­16)可得

Ξ(𝑦, 𝑥) = √𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)
√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

Γ(𝑦, 𝑥) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
2√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

⋅ [
1

𝑃𝑋(𝑥) ∑
𝑦′∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦′)Γ(𝑦′, 𝑥) + 1
𝑃𝑌 (𝑦) ∑

𝑥′∈𝒳
√𝑃𝑋𝑌 (𝑥′, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥′)]

= 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)
√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

⋅ 𝜙′(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

− 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)
2√𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) [

𝜙′(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

+ 𝜎1𝜓′(𝑦)
√𝑃𝑌 (𝑦)]

= 1
2

̃𝐵(𝑦, 𝑥) ⋅
[

𝜙′(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

− 𝜎1𝜓′(𝑦)
√𝑃𝑌 (𝑦)]

− 𝜎1√𝑃𝑋(𝑥)𝜓′(𝑦). (B­74)

此外由于 ℐ𝑘 = [𝑑 − 1]，根据 (4­25)可知 𝝋1为如下优化问题的解：

maximize
𝝓

𝝓T
(B̃

T𝚵) 𝝓

subject to ⟨𝝓, 𝝓𝑑⟩ = 0, ‖𝝓‖ = 1, (B­75)

其中 𝝓𝑑 为 B̃的第 𝑑 个右奇异向量。由 𝜎𝑑−1 > 0 = 𝜎𝑑 及 𝑑 = |𝒳| ⩽ |𝒴|，可知

𝝓𝑑 = [√𝑃𝑋(1), ⋯ , √𝑃𝑋(𝑑)]
T

= 1
√𝑑

1𝑑 ,

因此 ⟨𝝓, 𝝓𝑑⟩ = 0等价于 ⟨𝝓, 1𝑑⟩ = 0.
于是对任意满足 (B­75)约束的 𝝓，(B­75)的目标函数可表为

𝝓T
(B̃

T𝚵) 𝝓 = 𝜎1𝝍T𝚵𝝓 (B­76a)

= 𝜎1
2 ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
̃𝐵(𝑦, 𝑥) ⋅

[
𝜙′(𝑥)

√𝑃𝑋(𝑥)
− 𝜎1𝜓′(𝑦)

√𝑃𝑌 (𝑦)]
𝜙(𝑥)𝜓(𝑦)

− 𝜎1 ∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

√𝑃𝑋(𝑥)𝜓′(𝑦)𝜙(𝑥)𝜓(𝑦) (B­76b)

= 𝜎1
2 ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
̃𝐵(𝑦, 𝑥) ⋅

[
𝜙′(𝑥)

√𝑃𝑋(𝑥)
− 𝜎1𝜓′(𝑦)

√𝑃𝑌 (𝑦)]
𝜙(𝑥)𝜓(𝑦) (B­76c)

=
𝜎2

1
2

⎡⎢⎢⎣
∑
𝑥∈𝒳

𝜙′(𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

⋅ 𝜙2(𝑥) − 𝜎1 ∑
𝑦∈𝒴

𝜓′(𝑦)
√𝑃𝑌 (𝑦)

⋅ 𝜓2(𝑦)
⎤⎥⎥⎦

(B­76d)

=
𝜎2

1
2 [

1
√𝑃𝑋(1) ∑

𝑥∈𝒳
𝜙′(𝑥)𝜙2(𝑥) − sgn(𝑝1 − 𝑝2) ⋅ 𝜎1

√𝑃𝑌 (1) ∑
𝑦∈[𝑑]

𝜙′(𝑦)𝜙2(𝑦)]

(B­76e)
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=
𝜎2

1
2 [

1
√𝑃𝑋(1)

− sgn(𝑝1 − 𝑝2) ⋅ 𝜎1

√𝑃𝑌 (1) ] ∑
𝑥∈𝒳

𝜙′(𝑥)𝜙2(𝑥). (B­76f)

其中 𝝍 ≜ 𝜎−1
1 B̃𝝓，且 (B­76c)成立基于 ⟨𝝓, 𝝓𝑑⟩ = 0，(B­76d)成立基于 B̃𝝓 = 𝜎1𝝍

以及 B̃T𝝍 = 𝜎1𝝓，(B­76e)的结果基于引理 B.3以及

𝑃𝑋(1) = 𝑃𝑋(2) = ⋯ = 𝑃𝑋(𝑑),

𝑃𝑌 (1) = 𝑃𝑌 (2) = ⋯ = 𝑃𝑌 (𝑑).

进一步地，为最大化 (B­76f)，注意到

∑
𝑥∈𝒳

𝜙′(𝑥)𝜙2(𝑥) = √
𝑑 − 1

𝑑
⎡⎢⎢⎣
𝜙2(1) − 1

𝑑 − 1

𝑑

∑
𝑖=2

𝜙2(𝑖)
⎤⎥⎥⎦

= √
𝑑 − 1

𝑑 [𝜙2(1) − ‖𝝓‖2 − 𝜙2(1)
𝑑 − 1 ]

= √
𝑑

𝑑 − 1𝜙2(1) − 1
√(𝑑 − 1)𝑑

.

因此由引理 B.4知当 𝝓 = ±𝝓′时 (B­76f)取得最大值，即 𝝋1 = ±𝝓′，证毕。 □

B.9 推广的 ACE算法 (4­31)

首先，对 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘，我们定义相应的 |𝒳|维及 |𝒴|维信息向量 ̄𝝓𝑖与 𝝍̄𝑖为 (参

考定义 2.1)

̄𝜙𝑖(𝑥) = √ ̄𝑃𝑋(𝑥)𝐟𝑖(𝑥), 𝜓̄𝑖(𝑦) = √ ̄𝑃𝑌 (𝑦)𝐠𝑖(𝑦),

其中 ̄𝑃𝑋 及 ̄𝑃𝑌 为 ̄𝑃𝑋𝑌 的边缘分布，𝐟𝑖及 𝐠𝑖分别为 𝐟 及 𝐠的第 𝑖个分量，即对所有
𝑥, 𝑦，有

𝐟(𝑥) = [𝑓1(𝑥) ⋯ 𝑓𝑘(𝑥)]
T , 𝐠(𝑦) = [𝑔1(𝑦) ⋯ 𝑔𝑘(𝑦)]

T .

于是推广的 ACE算法 (4­31)的迭代过程可表为

i) 𝚽̄𝑘 ← B̄T𝚿̄𝑘 (𝚿̄T
𝑘𝚿̄𝑘)

−1

ii) 𝚿̄𝑘 ← B̄𝚽̄𝑘 (𝚽̄T
𝑘𝚽̄𝑘)

−1 (B­77)

其中

𝚽̄𝑘 = [ ̄𝝓1, ⋯ , ̄𝝓𝑘] , 𝚿̄𝑘 = [𝝍̄1, ⋯ , 𝝍̄𝑘] .
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注意到 (B­77)的形式与求解低秩恢复问题

minimize
𝚿̄𝑘,𝚽̄𝑘

‖B̄ − 𝚿̄𝑘𝚽̄T
𝑘‖

2

F
.

的交替最小二乘 (Alternating Least Squares) 算法 [55] 一致。因此由 Eckart–Young–

Mirsky定理 [56]，推广的 ACE算法 (4­31)实质上是在计算矩阵 B̄前 𝑘个奇异值对
应的奇异向量。

B.10 引理 4.5的证明

对任意 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩̄ (𝜖)，设其对应的经验分布分别为 ̂𝑃𝑋𝑌 及 𝑄𝑋，则由 (4­39)有

𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) ⩽ 𝜖
𝛼̄𝑘(𝑟) 以及 𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋) ⩽ 𝜖

𝑟𝛼̄𝑘(𝑟) .

在此基础上，与 (B­13)同理，可得

max
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

|Γ(𝑦, 𝑥)| ⩽
√

2
𝑝min𝛼̄𝑘(𝑟) 以及 max

𝑥∈𝒳
|𝜁(𝑥)| ⩽

√
2

𝑟𝑝min𝛼̄𝑘(𝑟) .

此外，由 (4­42)可推出

|Υ(𝑦, 𝑥)| ⩽ |Γ(𝑦, 𝑥)| + 𝑟
1 + 𝑟|𝜁(𝑥)| + |𝒴| ⋅ max

𝑦′∈𝒴
|Γ(𝑦′, 𝑥)|

⩽ (|𝒴| + 1) ⋅ max
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

|Γ(𝑦, 𝑥)| + √𝑟 ⋅ max
𝑥∈𝒳

|𝜁(𝑥)|

⩽ (|𝒴| + 2)
√

2
𝑝min𝛼̄𝑘(𝑟) , (B­78)

其中第二个不等号由 𝑟
1+𝑟 ⩽ √𝑟

2 ⩽ √𝑟推出。
于是由 (B­18)得

|Ξ̄(𝑦, 𝑥)| ⩽ 1 + |𝒳| + |𝒴|
𝑝2
min

⋅ max
(𝑥,𝑦)∈𝒳×𝒴

|Υ(𝑦, 𝑥)| (B­79)

⩽ 1 + |𝒳| + |𝒴|
𝑝2
min

⋅ (|𝒴| + 2) ⋅
√

2
𝑝min𝛼̄𝑘(𝑟) (B­80)

⩽ (1 + |𝒳| + |𝒴|)2

𝑝3
min

√
2

𝛼̄𝑘(𝑟) . (B­81)

从而得 ‖𝚵̄‖F ⩽ ̄𝐶，其中 ̄𝐶 ≜ (1+|𝒳|+|𝒴|)2

𝑝3
min

√
2|𝒳||𝒴|

𝛼̄𝑘(𝑟) 。
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现在开始证明引理的第二部分。为方便表述，以 𝜏表示√𝜖，则由 (4­30)、(4­40)

及 (B­20)可得出

̄𝑃𝑋(𝑥) = 1
𝑟 + 1

̂𝑃𝑋(𝑥) + 𝑟
𝑟 + 1𝑄𝑋(𝑥) = 𝑃𝑋(𝑥) + 𝜏√𝑃𝑋(𝑥) ⋅ Γ𝑋(𝑥) + 𝑟𝜁(𝑥)

1 + 𝑟 ,

其中 Γ𝑋 与 𝜁 分别由 (B­20)及 (4­40)给出。此外，由 (4­15)及 (B­20)可得

̂𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) =
̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)

̂𝑃𝑋(𝑥)

= 𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) + 𝜏√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) ⋅
[

Γ(𝑦, 𝑥)
√𝑃𝑋(𝑥)

− √𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) ⋅ Γ𝑋(𝑥)
𝑃𝑋(𝑥)]

+ 𝑜(𝜏),

其中 Γ定义由 (4­15)给出。

故可得

̄𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = ̄𝑃𝑋(𝑥) ̂𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)

= 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝜏√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) ⋅ (Γ(𝑦, 𝑥)

+ 𝑟
1 + 𝑟√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) ⋅ [𝜁(𝑥) − Γ𝑋(𝑥)]) + 𝑜(𝜏)

= 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝜏√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Υ(𝑦, 𝑥) + 𝑜(𝜏).

最后，根据 (B­20)–(B­27)得

B̄ = B̃ + 𝜏𝚵̄ + 𝑜(𝜏) = B̃ + √𝜖 𝚵̄ + 𝑜 (√𝜖) .

B.11 引理 4.6的证明

我们有

ℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} = ∑

𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 ), 𝑇 (𝑄𝑋 )∶ ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)
ℙ𝑛,𝑚{𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 ), 𝑇 (𝑄𝑋)}

= ∑
𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 ), 𝑇 (𝑄𝑋 )∶ ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)

ℙ𝑛{𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 )}ℙ𝑚 {𝑇 (𝑄𝑋)} ,

(B­82)

其中 𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 )及 𝑇 (𝑄𝑋)分别表示 ̂𝑃𝑋𝑌 与𝑄𝑋 所对应的型类，且最后的等式基于𝑄𝑋

与 ̂𝑃𝑋𝑌 互相独立。这两个型类的概率分别为
[9]

ℙ𝑛{𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 )} ≐ exp{−𝑛𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 )}
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以及

ℙ𝑚{𝑇 (𝑄𝑋)} ≐ exp{−𝑚𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)} = exp{−𝑛𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)} .

此外，注意到型的数量至多以 𝑛的多项式规模增长，因此由 Laplace原理 [92]有

ℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} ≐ exp{−𝑛 ⋅ inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)[
𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)]}.

B.12 引理 4.7的证明

对于给定 𝜖 > 0即 𝑡 > 0,定义 𝒩̄ (𝜖)的子集 ̄𝒮 (𝑡)
2 (𝜖)为

̄𝒮 (𝑡)
2 (𝜖) ≜

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̄𝑃𝑋𝑌 ∶ ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩̄ (𝜖),
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
⩾ 𝑡

⎫⎪
⎬
⎪⎭

, (B­83)

其中 𝚵̄定义由 (4­41)给出。关于该集合，我们有如下引理：

引理 B.5： 对任意 𝑡 ∈ (0, 2)，有

− lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (𝑡)
2 (𝜖)

[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 𝑡
2𝛼̄𝑘(𝑟) . (B­84)

基于引理 B.5，引理 4.7可证明如下。首先，对任意 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩̄ (𝜖)，由引理 4.5可得

B̄TB̄ = B̃TB̃ + 𝜖 (B̃
T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) + 𝑜 (√𝜖) .

根据引理 4.1中的微扰分析结果，学习误差可表为

‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F = 𝜖

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+ 𝑜(𝜖). (B­85)

因此任取 𝑡 ∈ (0, 1)，存在 𝜖0 > 0使得对任意 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)，有

̄𝒮 (1+𝑡)
2 (𝜖) ⊆ ̄𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩̄ (𝜖) ⊆ ̄𝒮 (1−𝑡)

2 (𝜖).

于是基于类似 (B­33)–(B­35)的推导过程，由引理 B.5可得

− lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)∩𝒩̄ (𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)]

= − lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (1)
2 (𝜖)

[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 1
2𝛼̄𝑘(𝑟) .

接下来只需证明引理 B.5。
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证明 (引理 B.5的证明) 因为 ̄𝒮 (𝑡)
2 (𝜖)为闭集，可得

inf
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (𝑡)

2 (𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = min

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (𝑡)
2 (𝜖)

[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] .

接着，对任意 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (𝑡)
2 及相应的有标签数据经验分布

̂𝑃𝑋𝑌 ↔ Γ和无标签数据经
验分布 𝑄𝑋 ↔ 𝜁，由 K­L散度的二阶 Taylor级数展开有

𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋) = 𝜖
2 [‖𝚪‖2

F + 𝑟‖𝜻‖2] + 𝑜(𝜖), (B­86)

因此，误差指数 (4­35)可通过如下优化问题求解：

minimize
𝚪,𝜻

‖𝚪‖2
F + 𝑟‖𝜻‖2 (B­87a)

subject to
𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
⩾ 𝑡, (B­87b)

∑
𝑥∈𝒳

√𝑃𝑋(𝑥)𝜁(𝑥) = 0, (B­87c)

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥) = 0, (B­87d)

其中等式约束源于 Γ及 𝜁 的定义。尽管优化问题中未考虑约束条件 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩̄ (𝜖)，
下面将验证最优的 (𝚪, 𝜻) 可使得该条件自动满足。由于该优化问题中目标函数及
不等式约束条件 (B­87)均为二次的，其最优解可通过求解如下优化问题求得：

maximize
𝚪,𝜻

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
(B­88a)

subject to ‖𝚪‖2
F + 𝑟‖𝜻‖2 ⩽ 1, (B­88b)

∑
𝑥∈𝒳

√𝑃𝑋(𝑥)𝜁(𝑥) = 0, (B­88c)

∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥) = 0, (B­88d)

其中我们再次运用了对调目标函数及不等式约束中的二次函数的方法。接着，使用

与有监督情形时类似的论证方法，可验证 (B­88)的最优解也满足 (4­15)及 (4­42)。

在此基础上，可知 (B­88)等价于除去等式约束后的优化问题，即

maximize
𝚪,𝜻

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
(B­89a)
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subject to ‖𝚪‖2
F + 𝑟‖𝜻‖2 ⩽ 1. (B­89b)

实际上，可令 (𝚪∗, 𝜻∗)为 (B­89)的最优解并定义 𝑐1 ≜ ∑𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴 Γ∗(𝑦, 𝑥)√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)
及 𝑐2 ≜ ∑𝑥∈𝒳 𝜁∗(𝑥)。在此基础上，令 𝑧1(𝑥, 𝑦) ≜ Γ∗(𝑦, 𝑥) − 𝑐1√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)及 𝑧2(𝑥, 𝑦) ≜
𝜁∗(𝑥) − 𝑐2√𝑃𝑋(𝑥)，则有

1 = ‖𝚪∗‖2
F + 𝑟‖𝜻∗‖2 = ∑

𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴
𝑧2

1(𝑥, 𝑦) + 𝑟 ∑
𝑥∈𝒳

𝑧2
2(𝑥) + (𝑐2

1 + 𝑟𝑐2
2), (B­90)

由此可得 𝑐2
1 + 𝑟𝑐2

2 ⩽ 1.
下面对 𝑐2

1 +𝑟𝑐2
2取值进行讨论。若 𝑐2

1 +𝑟𝑐2
2 = 1，可知 𝑧1(𝑥, 𝑦) ≡ 0以及 𝑧2(𝑥) ≡ 0，

从而得 Γ∗(𝑦, 𝑥) = 𝑐1√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)及 𝜁∗(𝑥) = 𝑐2√𝑃𝑋(𝑥)。因此，由 (4­41)推出

Ξ̄(𝑦, 𝑥) = −𝑐1 + 𝑐2𝑟
1 + 𝑟 √𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦).

从而可知 B̃T𝚵̄为零矩阵。故 (B­88)目标函数值为零，与 (𝚪∗, 𝜻∗)最优的假设矛盾。
此外，若 𝑐2

1 + 𝑟𝑐2
2 < 1，则可构造可行解 (𝚪′, 𝜻′)使得

Γ′(𝑦, 𝑥) = 𝑧1(𝑥, 𝑦)

√1 − 𝑐2
1 − 𝑟𝑐2

2

及 𝜁 ′(𝑥) = 𝑧2(𝑥)

√1 − 𝑐2
1 − 𝑟𝑐2

2

.

易验证 (𝚪′, 𝜻′)对应的目标函数值为 (𝚪∗, 𝜻∗)所对应值的 (1 − 𝑐2
1 − 𝑟𝑐2

2)
−1
倍，再次

与 (𝚪∗, 𝜻∗)的最优性矛盾。综上，必然有 𝑐1 = 𝑐2 = 0，因此优化问题 (B­89)与 (B­88)

最优解相同。

为化简优化问题 (B­89)，定义向量 𝝇 ∈ ℝ|𝒳|(|𝒴|+1)为

𝝇 ≜
[
vec(𝚪)
√𝑟𝜻 ]

, (B­91)

并令 𝚼 为对应位置元素为 Υ(𝑦, 𝑥) 的 |𝒴| × |𝒳| 矩阵，则由 (4­37) 及 (4­42) 可得

vec(𝚼) = L̄(𝑟)𝝇。
故 (B­89)的目标函数可表为

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
= vecT(𝚵̄)

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

𝜽𝑖𝑗𝜽T𝑖𝑗
𝜎2

𝑖 − 𝜎2
𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
vec(𝚵̄), (B­92a)

= vecT(𝚼)LT
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑘+1

𝜽𝑖𝑗𝜽T𝑖𝑗
𝜎2

𝑖 − 𝜎2
𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠
L vec(𝚼)

(B­92b)
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= vecT(𝚼)G𝑘 vec(𝚼) (B­92c)

= 𝝇TL̄T(𝑟)G𝑘L̄(𝑟)𝝇 (B­92d)

= 𝝇TḠ𝑘(𝑟)𝝇, (B­92e)

其中 (B­92a)基于 (B­41)，且 (B­92c)基于 (4­10)。此外，根据 ‖𝝇‖2 = ‖𝚪‖2
F + 𝑟‖𝜻‖2,

(B­89)的约束可表为 ‖𝝇‖ ⩽ 1.
因此 (B­92e)最大值为 Ḡ𝑘(𝑟)的谱范数，即 𝛼̄𝑘(𝑟)，同时也是 (B­89)及 (B­88)目

标函数的最优值。由此可知原优化问题 (B­87)最优解为 (√
𝑡

𝛼̄𝑘(𝑟)𝚪
∗, √

𝑡
𝛼̄𝑘(𝑟)𝜻

∗
)，对

应最优值为 𝑡/𝛼̄𝑘(𝑟)。令 ̂𝑃 ∗
𝑋𝑌 ↔ √

𝑡
𝛼𝑘

Γ∗ 及 𝑄∗
𝑋 ↔ √

𝑡
𝛼𝑘

𝜁∗ 为相应的经验分布，则对

充分小的 𝜖有

𝐷( ̂𝑃 ∗
𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄∗

𝑋‖𝑃𝑋) = 𝜖𝑡
2𝛼̄𝑘(𝑟) + 𝑜(𝜖) < 𝜖

𝛼̄𝑘(𝑟) ,

其中最后的不等式基于 𝑡 ∈ (0, 2)。
因此，相应的由 (4­33)定义的最优分布 ̄𝑃 ∗

𝑋𝑌 满足 ̄𝑃 ∗
𝑋𝑌 ∈ 𝒩̄ (𝜖)，故

min
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (𝑡)

2 (𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 𝜖𝑡

2𝛼̄𝑘(𝑟) + 𝑜(𝜖),

由此推出 (B­84)。 □

B.13 定理 4.5的证明

首先由 (4­48)知存在 ̄𝜖1 > 0使得对任意 𝜖 ∈ (0, ̄𝜖1)有

inf
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)[

𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 𝜖
2𝛼̄𝑘(𝑟) + 𝑜(𝜖) > 𝜖

3𝛼̄𝑘(𝑟) .

于是由 (B­82)可得

ℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖}

= ∑
𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 ), 𝑇 (𝑄𝑋 )∶ ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)

ℙ𝑛{𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 )}ℙ𝑚 {𝑇 (𝑄𝑋)} (B­93a)

⩽ ∑
𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 ), 𝑇 (𝑄𝑋 )∶ ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)

exp{−𝑛𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) − 𝑛𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)} (B­93b)

⩽ ∑
𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 ), 𝑇 (𝑄𝑋 )∶ ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)

exp{−𝑛 ⋅ inf
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)[

𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)]}

(B­93c)
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⩽ (𝑛 + 1)|𝒳||𝒴|(𝑛𝑟 + 1)|𝒳| exp{−𝑛 ⋅ inf
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)[

𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)]}

(B­93d)

< (𝑛 + 1)|𝒳||𝒴|(𝑛𝑟 + 1)|𝒳| exp(− 𝑛𝜖
3𝛼̄𝑘(𝑟)) (B­93e)

= (𝑛 + 1)|𝒳||𝒴|(𝑛 + 𝑟−1)|𝒳|𝑟|𝒳| exp(− 𝑛𝜖
3𝛼̄𝑘(𝑟)) (B­93f)

⩽ (𝑛 + 𝛾)|𝒳|(|𝒴|+1)𝑟|𝒳| exp(− 𝑛𝜖
3𝛼̄𝑘(𝑟)) , (B­93g)

其中 𝑇 ( ̂𝑃𝑋𝑌 )与 𝑇 (𝑄𝑋)分别表示 ̂𝑃𝑋𝑌 与 𝑄𝑋 所对应的型类，且 (B­93b)根据型类

概率的上界 (参见 [9]的定理 11.1.4)，(B­93d)由型类数量的上界 (参见 [9]的定理

11.1.1)给出，且 (B­93g)中 𝛾 定义为 𝛾 ≜ max{1, 𝑟−1}。
从而只需选择 𝑛使其满足

(𝑛 + 𝛾)|𝒳|(|𝒴|+1)𝑟|𝒳| exp(− 𝑛𝜖
3𝛼̄𝑘(𝑟)) < 𝛿,

亦即

𝑛 > 1
̄𝜇 𝑊−1 ( ̄𝜇𝑒𝛾 ̄𝜇𝛿

1
|𝒳|(|𝒴|+1) 𝑟− 1

|𝒴|+1
) − 𝛾, (B­94)

其中 ̄𝜇 ≜ − 𝜖
3|𝒳|(|𝒴|+1)𝛼̄𝑘(𝑟)，且𝑊−1(⋅)表示下半支的 Lambert 𝑊 函数 [95]。

此外，定义 ̄𝜖2 ≜ min{3|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)𝑟
1

|𝒴|+1 |𝑥0|, 𝛼̄𝑘(𝑟)𝛾0
3|𝒳|(|𝒴|+1)𝑒𝛾 }，其中 𝑥0 定

义由 (B­46)给出，且 𝛾0 ≜ min{1, 𝑟−1}。于是对任意 𝜖 ∈ (0, ̄𝜖2)，有

| ̄𝜇𝑒𝛾 ̄𝜇𝛿
1

|𝒳|(|𝒴|+1) 𝑟− 1
|𝒴|+1

| < | ̄𝜇| 𝑟− 1
|𝒴|+1 = 𝜖

3|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)𝑟− 1
|𝒴|+1 < |𝑥0|,

以及

4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log

3|𝒳|(|𝒴| + 1)𝜖
𝛼̄𝑘(𝑟) + 4|𝒳|𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 log 𝑟 + 𝛾
3

< 4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log 𝛾0 − 4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)𝛾

𝜖 + 4|𝒳|𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log 𝑟 + 𝛾

3 (B­95a)

⩽ 4|𝒳|𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log 𝛾0 + 4|𝒳|𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 log 𝑟 − 4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)𝛾
𝜖 + 𝛾

3 (B­95b)

= 4|𝒳|𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log(𝛾0𝑟) − 4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)𝛾

𝜖 + 𝛾
3 (B­95c)

⩽ [
1
3 − 4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 ] 𝛾 (B­95d)

⩽ [
1
3 − 12|𝒳|2(|𝒴| + 1)2𝑒𝛾

𝛾0 ] 𝛾 (B­95e)
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< [
1
3 − 12|𝒳|2(|𝒴| + 1)2𝑒] 𝛾 (B­95f)

< 0, (B­95g)

其中 (B­95a)成立基于 𝜖 < ̄𝜖2 < 𝛼̄𝑘(𝑟)𝛾0
3|𝒳|(|𝒴|+1)𝑒𝛾，(B­95b)基于 𝛾0 ⩽ 1，(B­95d)基于

𝛾0𝑟 ⩽ 1，(B­95e)同样基于 𝜖 < 𝛼̄𝑘(𝑟)𝛾0
3|𝒳|(|𝒴|+1)𝑒𝛾，而 (B­95f)成立的依据为 𝛾0 ⩽ 1 ⩽ 𝛾。

故

1
̄𝜇 𝑊−1 ( ̄𝜇𝑒𝛾 ̄𝜇𝛿

1
|𝒳|(|𝒴|+1) 𝑟− 1

|𝒴|+1
) − 𝛾 (B­96a)

< 4
3 ̄𝜇 log(− ̄𝜇𝑒𝛾 ̄𝜇𝛿

1
|𝒳|(|𝒴|+1) 𝑟− 1

|𝒴|+1
) − 𝛾 (B­96b)

= − 4
3 ̄𝜇 log(− 1

̄𝜇 ) − 4
3 ̄𝜇|𝒳|(|𝒴| + 1) log

1
𝛿 − 4

3 ̄𝜇(|𝒴| + 1) log 𝑟 + 𝛾
3 (B­96c)

= 4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log

𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 + 4𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 log 1
𝛿

+ 4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log[3|𝒳|(|𝒴| + 1)] + 4|𝒳|𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 log 𝑟 + 𝛾
3 (B­96d)

= 8|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log

𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 + 4𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 log 1
𝛿

+ 4|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log

3|𝒳|(|𝒴| + 1)𝜖
𝛼̄𝑘(𝑟) + 4|𝒳|𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 log 𝑟 + 𝛾
3 (B­96e)

< 8|𝒳|(|𝒴| + 1)𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 log

𝛼̄𝑘(𝑟)
𝜖 + 4𝛼̄𝑘(𝑟)

𝜖 log 1
𝛿 (B­96f)

= 𝑁̄(𝜖, 𝛿, 𝑟), (B­96g)

其中 (B­96b)成立依据 (B­46)，(B­96f)成立基于 (B­95)。

最后，令 ̄𝜖0 ≜ min{ ̄𝜖1, ̄𝜖2}，则对任意 𝜖 ∈ (0, ̄𝜖0)及 𝑛 ⩾ 𝑁̄(𝜖, 𝛿, 𝑟)，由 (B­93)及

(B­96)可得

ℙ𝑛,𝑚 {‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F > 𝜖} < (𝑛 + 𝛾)|𝒳|(|𝒴|+1)𝑟|𝒳| exp(− 𝑛𝜖

3𝛼̄𝑘(𝑟)) < 𝛿,

证毕。

B.14 命题 4.1的证明

首先，将 (4­37)中的矩阵 L̄(𝑟)写为 L̄(𝑟) = [L̄1(𝑟), L̄2(𝑟)],其中 L̄1(𝑟)由 L̄(𝑟)的
前 (|𝒳| ⋅ |𝒴|)列构成，L̄2(𝑟)由 L̄剩下的 |𝒳|列构成。则根据 L̄(𝑟)的定义可得

L̄1(𝑟) = I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑟
1 + 𝑟MMT (B­97a)
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以及

L̄2(𝑟) = √𝑟
1 + 𝑟M, (B­97b)

其中 I|𝒳|⋅|𝒴|为 ℝ(|𝒳|⋅|𝒴|)×(|𝒳|⋅|𝒴|)中的单位阵，M定义由 (B­54)给出。

由此可知

L̄(𝑟)L̄T(𝑟) = L̄1(𝑟)L̄T
1 (𝑟) + L̄2(𝑟)L̄T

2 (𝑟) (B­98a)

= I|𝒳|⋅|𝒴| − 2𝑟
1 + 𝑟MMT + 𝑟2

(1 + 𝑟)2MMTMMT + 𝑟
(1 + 𝑟)2MMT (B­98b)

= I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑟
1 + 𝑟MMT (B­98c)

= L̄1(𝑟), (B­98d)

其中 (B­98c)成立是因为MTM为 ℝ|𝒳|中的单位阵。

在此基础上，有

𝛼̄𝑘(𝑟) = ‖L̄
T(𝑟)G𝑘L̄(𝑟)‖s =

‖[G
1
2
𝑘 L̄(𝑟)]

T
G

1
2
𝑘 L̄(𝑟)

‖
s

(B­99a)

= ‖G
1
2
𝑘 L̄(𝑟)L̄T(𝑟)G

1
2
𝑘 ‖s

(B­99b)

= ‖G
1
2
𝑘 (I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑟

1 + 𝑟MMT
)G

1
2
𝑘 ‖s

, (B­99c)

其中 G
1
2
𝑘 定义为满足 C2 = G𝑘的半正定矩阵 C，(B­99b)的导出利用了谱范数 ‖ ⋅ ‖s

的如下性质：对所有矩阵 A，有

‖AA
T
‖s = ‖A

TA‖s . (B­100)

其次，由MTM = I|𝒳|⋅|𝒴|可得

I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑟
1 + 𝑟MMT = [P(𝑟)]2 , (B­101)

其中

P(𝑟) ≜ I|𝒳|⋅|𝒴| −
(

1 − 1
√1 + 𝑟)

MMT.

于是可根据 (B­99c)及 (B­100)–(B­101)推出

𝛼̄𝑘(𝑟) = ‖P(𝑟)G𝑘P(𝑟)‖s .

157



附录 B 第 4章中的证明

此外，对任意 𝑟2 > 𝑟1 ⩾ 0，定义 P̂为

P̂ ≜ I|𝒳|⋅|𝒴| −
⎛
⎜
⎜
⎝
1 − √

1 + 𝑟1
1 + 𝑟2

⎞
⎟
⎟
⎠
MMT,

则易知 P̂满足 ‖P̂‖s = 1及 P(𝑟2) = P(𝑟1)P̂ = P̂P(𝑟1)。因此，

𝛼̄𝑘(𝑟2) = ‖P(𝑟2)G𝑘P(𝑟2)‖s
= ‖P̂P(𝑟1)G𝑘P(𝑟1)P̂‖s
⩽ ‖P̂‖

2
s ‖P(𝑟1)G𝑘P(𝑟1)‖s

= ‖P(𝑟1)G𝑘P(𝑟1)‖s = 𝛼̄𝑘(𝑟1),

其中的不等式根据的是谱范数次可乘性 [63]。

欲证 𝛼̄𝑘(𝑟)的凸性，首先对 𝑟 ⩾ 0定义函数 𝑤(𝑟) = 𝑟
1+𝑟。由于 𝑤(𝑟)为 𝑟的增函

数及凹函数，对所有的 𝑟1, 𝑟2 > 0及 𝜃 ∈ (0, 1)有

𝑤(𝜃𝑟1 + (1 − 𝜃)𝑟2) ⩾ 𝜃𝑤(𝑟1) + (1 − 𝜃)𝑤(𝑟2),

由此可知

𝜃𝑟1 + (1 − 𝜃) ⩾ 𝑤−1 (𝜃𝑤(𝑟1) + (1 − 𝜃)𝑤(𝑟2)) .

因此，我们有

𝛼̄𝑘 (𝜃𝑟1 + (1 − 𝜃)) ⩽ 𝛼̄𝑘 (𝑤−1 (𝜃𝑤(𝑟1) + (1 − 𝜃)𝑤(𝑟2)))

= ‖G
1
2
𝑘 [I|𝒳|⋅|𝒴| − (𝜃𝑤(𝑟1) + (1 − 𝜃)𝑤(𝑟2))MMT

]G
1
2
𝑘 ‖s

= ‖G
1
2
𝑘 [𝜃 (I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑤(𝑟1)MMT

)

+(1 − 𝜃) (I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑤(𝑟2)MMT
)]G

1
2
𝑘 ‖s

⩽ 𝜃 ‖G
1
2
𝑘 (I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑤(𝑟1)MMT

)G
1
2
𝑘 ‖s

+ (1 − 𝜃) ‖G
1
2
𝑘 (I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑤(𝑟2)MMT

)G
1
2
𝑘 ‖s

= 𝜃𝛼̄𝑘(𝑟1) + (1 − 𝜃)𝛼̄𝑘(𝑟2),

其中第一个等号利用了 𝛼̄𝑘(𝑟) 非增的性质，第二个等号依据为谱范数的三角不等
式。
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最后，为导出 (4­49)中的下界，注意到

𝛼̄𝑘(𝑟) = ‖G
1
2
𝑘 (I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑟

1 + 𝑟MMT
)G

1
2
𝑘 ‖s

(B­102a)

⩾ ‖G𝑘‖s − 𝑟
1 + 𝑟 ‖G

1
2
𝑘MMTG

1
2
𝑘 ‖s

(B­102b)

= ‖G𝑘‖s − 𝑟
1 + 𝑟 ‖M

TG𝑘M‖s (B­102c)

⩾ ‖G𝑘‖s − 𝑟
1 + 𝑟 ‖G𝑘‖s ‖M‖2

s (B­102d)

= 1
1 + 𝑟 ‖G𝑘‖s = 1

1 + 𝑟𝛼̄𝑘(0), (B­102e)

其中 (B­102b) 依据为三角不等式，(B­102c) 由 (B­100) 推出，(B­102d) 利用了谱

范数的次可乘性；为导出倒数第二个等式，注意到由于 MTM为单位阵，我们有

‖M‖s = √‖MTM‖s = 1。
为推导 (4­49)的下界，注意到

𝛼̄𝑘(𝑟) = ‖G
1
2
𝑘 (I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑟

1 + 𝑟MMT
)G

1
2
𝑘 ‖s

= ‖
1

1 + 𝑟G𝑘 + 𝑟
1 + 𝑟G

1
2
𝑘 (I|𝒳|⋅|𝒴| − MMT

)G
1
2
𝑘 ‖s

⩽ 1
1 + 𝑟 ‖G𝑘‖s + 𝑟

1 + 𝑟 ‖G
1
2
𝑘 (I|𝒳|⋅|𝒴| − MMT

)G
1
2
𝑘 ‖s

= 1
1 + 𝑟𝛼̄𝑘(0) + 1

1 + 𝑟𝛼̄𝑘(∞),

其中我们再次应用了三角不等式。

B.15 推论 4.3的证明

首先由 (4­36)得

Ḡ𝑘(𝑟) = L̄T(𝑟)G𝑘L̄(𝑟) = 1
4

𝑑−1

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖 (L̄

T(𝑟)M𝝓𝑖) (L̄
T(𝑟)M𝝓𝑖)

T

= 1
4(1 + 𝑟)

𝑑−1

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖 (M̂(𝑟)𝝓𝑖)(M̂(𝑟)𝝓𝑖)

T
, (B­103)

其中第二个等号依据 (B­55)，且在最后的等式中定义了

M̂(𝑟) ≜ √1 + 𝑟 ⋅ L̄T(𝑟)M. (B­104)
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此外，注意到 M̂(𝑟)满足

M̂T(𝑟)M̂(𝑟) = (1 + 𝑟)MTL̄(𝑟)L̄T(𝑟)M

= (1 + 𝑟)MT
(I|𝒳|⋅|𝒴| − 𝑟

1 + 𝑟MMT
)M = MTM = I𝑑 , (B­105)

其中第二个等号依据 (B­98c)。故得 ⟨M̂(𝑟)𝝓𝑖, M̂(𝑟)𝝓𝑗⟩ = ⟨𝝓𝑖, 𝝓𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗，因此由

(B­103)可知 Ḡ𝑘(𝑟)的非零特征值为

𝜎2
𝑖

4(1 + 𝑟) , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑 − 1.

因此 Ḡ𝑘(𝑟)的最大特征值 (即最大奇异值)为

𝛼̄𝑘(𝑟) = ‖Ḡ𝑘(𝑟)‖s =
𝜎2

1
4(1 + 𝑟) .

B.16 定理 4.6的证明

与定理 4.3的证明类似，我们首先将 𝒩̄ (𝜖)的定义拓展到 𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+1的情形：

𝒩̄ (𝜖) ≜ {
̄𝑃𝑋𝑌 ∶ 𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋) ⩽ 𝜖

̄𝛽𝑘(𝑟)} , (B­106)

并定义 ̄𝒮 (𝑡)
3 (𝜖)为 ̄𝑃𝑋𝑌 的集合，使其所对应的 Υ [定义参见 (4­42)]满足

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋̄T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
⩾ 1, (B­107)

其中 𝝋̄𝑖的定义参见 (4­52)。类似于 𝜎𝑘 > 𝜎𝑘+1情形时引理 B.5的结果，我们有如下

引理。

引理 B.6： 对任意 𝑡 ∈ (0, 2)，有

− lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (𝑡)
3 (𝜖)

[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 𝑡
2 ̄𝛽𝑘(𝑟)

. (B­108)

证明 该引理证明过程与引理 B.2 类似。基于 K­L 散度的二阶 Taylor展开 (B­86)，

极限 (B­108)的值可通过如下优化问题求解：

minimize
𝚪,𝜻

‖𝚪‖2
F + 𝑟‖𝜻‖2 (B­109a)
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subject to
𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋̄T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
⩾ 𝑡,

(B­109b)

∑
𝑥∈𝒳

√𝑃𝑋(𝑥)𝜁(𝑥) = 0, ∑
𝑥∈𝒳,𝑦∈𝒴

√𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)Γ(𝑦, 𝑥) = 0. (B­109c)

与引理 B.5证明同理，(B­109)的最优解可通过求解如下优化问题求得：

maximize
𝚪,𝜻

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋̄T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

(B­110a)

subject to ‖𝚪‖2
F + 𝑟‖𝜻‖2 ⩽ 1, (B­110b)

其中我们对调了目标函数及不等式约束中的二次函数，并去掉了等式约束。

此外，与 (B­92)类似，(B­110)的目标函数可表为

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+

𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋̄T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
= 𝝇TJ̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)𝝇,

其中 J̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)定义由 (4­51)给出。故优化问题 (B­110)可等价地写为 (4­53)，从而

其最优值为 ̄𝛽𝑘(𝑟)。最后，类似于引理 B.5的证明过程，可知 (4­53)最优值为 𝑡/ ̄𝛽𝑘(𝑟)
从而

inf
̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (𝑡)

3 (𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 𝜖𝑡

2 ̄𝛽𝑘(𝑟)
+ 𝑜(𝜖),

由此推出 (B­108)。 □

此外，由引理 4.2及引理 4.5可知 ̄𝑃𝑋𝑌 ∈ 𝒩 (𝜖)所对应的学习误差为

‖B̃𝚽𝑘‖
2
F − ‖B̃𝚽̄𝑘‖

2
F = 𝜖

𝑙−1

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=𝑙

[𝝓T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗

+ 𝜖
𝑘

∑
𝑖=𝑙

∑
𝑗∈ℐc

𝑘

[𝝋̄T
𝑖 (B̃

T𝚵̄ + 𝚵̄TB̃) 𝝓𝑗]
2

𝜎2
𝑖 − 𝜎2

𝑗
+ 𝑜(𝜖). (B­111)
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故对任意 𝑡 ∈ (0, 1)，存在 𝜖0 > 0使得对所有的 𝜖 ∈ (0, 𝜖0)有

̄𝒮 (1+𝑡)
3 (𝜖) ⊆ ̄𝒮1(𝜖) ∩ 𝒩̄ (𝜖) ⊆ ̄𝒮 (1−𝑡)

3 (𝜖).

于是，与 (B­33)–(B­35)的推导类似，由引理 B.6可得

− lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮1(𝜖)∩𝒩̄ (𝜖)
[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)]

= − lim
𝜖→0+

1
𝜖 inf

̄𝑃𝑋𝑌 ∈ ̄𝒮 (1)
3 (𝜖)

[𝐷( ̂𝑃𝑋𝑌 ‖𝑃𝑋𝑌 ) + 𝑟𝐷(𝑄𝑋‖𝑃𝑋)] = 1
2 ̄𝛽𝑘(𝑟)

.

最后，与定理 4.4的证明过程同理，可得 (4­55)。

B.17 推论 4.4的证明

由引理 B.3 可得 𝜎1 = ⋯ = 𝜎𝑑−1 > 𝜎𝑑 = 0，故对任意 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑑 − 1 有
ℐ𝑘 = [𝑑 − 1]，从而

𝑙 = minℐ𝑘 = 1, ℐc
𝑘 = {𝑑}.

因此，由 (4­51)可得

J̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻) = L̄T(𝑟)LT
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑖=1

̄𝝑𝑖𝑑 ̄𝝑T
𝑖𝑑

𝜎2
1

⎞
⎟
⎟
⎠
LL̄(𝑟) = 1

𝜎2
1

𝑘

∑
𝑖=1

(L̄
T(𝑟)LT ̄𝝑𝑖𝑑) (L̄

T(𝑟)LT ̄𝝑𝑖𝑑)
T

.

(B­112)

此外，类似于 (B­51)，我们有

LT ̄𝝑𝑖𝑑 = −
𝜎2

1
2 M𝝋̄𝑖, (B­113)

由此推出

Ḡ𝑘 =
𝜎2

1
4

𝑘

∑
𝑖=1

(L̄
T(𝑟)M𝝋̄𝑖) (L̄

T(𝑟)M𝝋̄𝑖)
T

= 1
4(1 + 𝑟)

𝑑−1

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖 (M̂(𝑟)𝝋̄𝑖)(M̂(𝑟)𝝋̄𝑖)

T
,

(B­114)

其中 M̂(𝑟)定义由 (B­104)给出。注意到由于 ⟨M̂(𝑟)𝝋̄𝑖, M̂(𝑟)𝝋̄𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗，(B­114)给出

了矩阵 Ḡ𝑘的特征值分解。因此，结合定理 4.6及 ̄𝛽(𝑟)的定义，有

̄𝛽𝑘(𝑟) ⩽ ‖J̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)‖s =
𝜎4

1
4(1 + 𝑟) .
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为证明上式中不等号取得等号，只需构造 𝚪及 𝜻 使得相应的由 (4­54)定义的 𝝇 满
足 ‖𝝇‖2 ⩽ 1与

𝝇TḠ𝑘𝝇 = ‖J̄𝑘(𝑟, 𝚪, 𝜻)‖s . (B­115)

事实上，易知若 𝚪及 𝜻 分别取

Γ(𝑦, 𝑥) = 1
√1 + 𝑟√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)𝜙′(𝑥) (B­116a)

与

𝜁(𝑥) = 1
√1 + 𝑟

𝜙′(𝑥), (B­116b)

其中 𝝓′ 的定义参见 (B­67)，则有 𝝋̄1 = ±𝝓′ 以及 𝝇 = M̂(𝑟)𝝓′ = ±M̂(𝑟)𝝋̄1，因此

(B­115)成立。

为验证该结论，首先注意到由 (B­97)有

M̂(𝑟) = √1 + 𝑟L̄T(𝑟)M = √1 + 𝑟
[
L̄T

1 (𝑟)M
L̄T

2 (𝑟)M]
= 1

√1 + 𝑟 [
M

√𝑟I𝑑]
,

于是由 (4­54)与 (B­116)中可得 𝝇 = M̂(𝑟)𝝓′，从而有 ‖𝝇‖2 = ‖𝝓′‖2 = 1。
此外，由 (4­42)可得

Υ(𝑦, 𝑥) = Γ(𝑦, 𝑥) + 𝑟
1 + 𝑟√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) ⋅ [𝜁(𝑥) − ∑

𝑦′
√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦′|𝑥)Γ(𝑦′, 𝑥)]

= Γ(𝑦, 𝑥) = 1
√1 + 𝑟√𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)𝜙′(𝑥),

即

vec(𝚼) = 1
√1 + 𝑟

M𝝓′.

从而类似于 (B­74)，由 (4­41)可推出

Ξ̄(𝑦, 𝑥) = 1
√1 + 𝑟

Ξ(𝑦, 𝑥)

其中 Ξ(𝑦, 𝑥)定义如 (B­74)所示。在此基础上，与推论 4.2的证明过程同理，可知

𝝋̄1为如下优化问题的解：

maximize
𝝓

𝝓T
(B̃

T𝚵̄) 𝝓
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subject to ⟨𝝓, 𝝓𝑑⟩ = 0, ‖𝝓‖ = 1, (B­117)

由于 𝚵̄ = 𝚵/√1 + 𝑟，其解也与 (B­75)一致。因此得出 𝝋̄1 = ±𝝓’，证毕。
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附录 C 第 5章中的证明

C.1 引理 5.1的证明

由矩阵行列式引理，可求得矩阵 D + 𝐮𝐯T的特征多项式为

𝑝(𝜆) = det(𝜆I − D − 𝐮𝐯T)

= det(𝜆I − D) − 𝐯T adj(𝜆I − D)𝐮

=
𝑚

∏
𝑖=1

(𝜆 − 𝐷𝑖𝑖) −
𝑚

∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖 ∏
𝑗≠𝑖

(𝜆 − 𝐷𝑗𝑗)

=
(

1 −
𝑚

∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝜆 − 𝐷𝑖𝑖 )

⋅
𝑚

∏
𝑖=1

(𝜆 − 𝐷𝑖𝑖),

则 D + 𝐮𝐯T的所有特征值由 𝑝(𝜆) = 0的根给出。
首先，证明 𝒮1 ∪ 𝒮2 ⊂ 𝒮，其中 𝒮 为矩阵 D + 𝐮𝐯T所有特征值所构成集合。若

𝜆 ∈ 𝒮1，则显然 𝑝(𝜆) = 0；若 𝜆 ∈ 𝒮2，则存在 𝑖 使得 𝜆 = 𝐷𝑖𝑖。若 ∃ 𝑖 ≠ 𝑗 满足
𝐷𝑖𝑖 = 𝐷𝑗𝑗，则有 (𝜆 − 𝐷𝑖𝑖) ∣ 𝑝(𝜆)从而 𝑝(𝐷𝑖𝑖) = 0；否则有 𝑢𝑖𝑣𝑖 = 0，从而

𝑝(𝐷𝑖𝑖) =
⎛
⎜
⎜
⎝
1 − ∑

𝑗≠𝑖

𝑢𝑗𝑣𝑗
𝐷𝑖𝑖 − 𝐷𝑗𝑗

⎞
⎟
⎟
⎠

⋅
𝑚

∏
𝑗=1

(𝐷𝑖𝑖 − 𝐷𝑗𝑗) = 0,

故结论成立。

其次证明 𝒮 ⊂ 𝒮1 ∪ 𝒮2。为此，注意到对任意 𝜆 ∈ 𝒮，若 𝜆 ∉ {𝐷𝑖𝑖 ∶ 𝑖 ∈ [𝑚]}则
∏𝑚

𝑖=1(𝜆 − 𝐷𝑖𝑖) ≠ 0以及 𝜆 ∈ 𝒮1；否则有 𝜆 = 𝐷𝑖𝑖，其中在所有 𝐷𝑖𝑖的取值中，若 𝐷𝑖𝑖

取值与其它元素重复，则根据定义有 𝜆 ∈ 𝒮2；否则

0 = 𝑝(𝐷𝑖𝑖) = −𝑢𝑖𝑣𝑖 ⋅ ∏
𝑗≠𝑖

(𝐷𝑖𝑖 − 𝐷𝑗𝑗),

从而得出 𝑢𝑖𝑣𝑖 = 0以及 𝜆 ∈ 𝒮2。

由上述推导可知，若 𝜆 ∈ 𝒮1 ⧵ 𝒮2，则 𝜆 ∉ {𝐷𝑖𝑖 ∶ 𝑖 ∈ [𝑚]}。故所有 𝜆 ∈ 𝒮1 ⧵ 𝒮2

均为 𝑝(𝜆) = 0的单根，所对应矩阵 (D − 𝜆I)非奇异。为求解其所对应的特征向量
𝐪，由 (D + 𝐮𝐯T − 𝜆I)𝐪 = 0得 𝐪 = ⟨𝐪, 𝐯⟩(𝜆I − D)−1𝐮 ∝ (𝜆I − D)−1𝐮。

最后，为证明 D + 𝐮𝐯T 可对角化，考察其所有重特征值的几何重数。为方便
表述，对给定 𝜆，记 𝐮𝜆 ≜ (𝑢𝑖 ∶ 𝑖 ∈ ℐ𝜆)T 为 𝐮中所有下标在 ℐ𝜆 中的元素所构成的

子向量；类似地，定义 𝐯𝜆 ≜ (𝑣𝑖 ∶ 𝑖 ∈ ℐ𝜆)T。则引理中条件 (ii)可重述为：对任意
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𝜆 ∈ 𝒮2，有 ⟨𝐮𝜆, 𝐯𝜆⟩ ≠ 0或 ‖𝐮𝜆‖ ⋅ ‖𝐯𝜆‖ = 0成立。由于所有的 𝜆 ∈ 𝒮1 ⧵ 𝒮2 均为单

特征值，D + 𝐮𝐯T 的任一重特征值必定属于集合 𝒮2。不失一般性，设 𝜆1 = 𝐷11 =
𝐷22 = ⋯ = 𝐷𝑙𝑙 ∉ {𝐷𝑗𝑗 ∶ 𝑗 > 𝑙}为一代数重数 𝜇(𝜆1) > 1的重特征值。由 𝜆1 ∈ 𝒮2及

𝒮1 ∩ 𝒮2 = ∅可得 𝜆1 ∉ 𝒮1以及

𝑝(𝜆) =
(

1 − ∑
𝑖>𝑙

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝜆 − 𝐷𝑖𝑖

−
⟨𝐮𝜆1 , 𝐯𝜆1⟩

𝜆 − 𝜆1 )
⋅

𝑚

∏
𝑖=1

(𝜆 − 𝐷𝑖𝑖).

从而由条件 (i), (ii)知存在以下两种可能情况：

1. ⟨𝐮𝜆1 , 𝐯𝜆1⟩ ≠ 0;
2. ⟨𝐮𝜆1 , 𝐯𝜆1⟩ = 0, 1 − ∑𝑖>𝑙

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝜆1−𝐷𝑖𝑖

≠ 0.
易验证第一种情况下 𝜇(𝜆1) = 𝑙 − 1，第二种情况下 𝜇(𝜆1) = 𝑙。为证明 D + 𝐮𝐯T

可对角化，只需考察 𝜆1的几何重数 𝛾(𝜆1)并证明 𝛾(𝜆1) = 𝜇(𝜆1).
对第一种情况，可得 𝐮𝜆1 , 𝐯𝜆1 ≠ 𝟎𝑙。计算可得 𝜆1 所对应的特征空间为 {𝐰 =

(𝐰̂T, 𝟎T𝑚−𝑙)
T ∈ ℝ𝑚 ∶ ⟨𝐰̂, 𝐯𝜆1⟩ = 0}，其维度为 𝛾(𝜆1) = 𝑙 − 1 = 𝜇(𝜆1)。

对第二种情况，由假设知 𝐮𝜆1 = 𝟎𝑙或 𝐯𝜆1 = 𝟎𝑙成立。若 𝐮𝜆1 ≠ 𝟎𝑙，可得 𝐯𝜆1 = 𝟎𝑙

且 𝜆1的特征空间为 {𝐰 = (𝐰̂T, 𝟎T𝑚−𝑙)
T∶ 𝐰̂ ∈ ℝ𝑙

}，对应几何重数 𝛾(𝜆1) = 𝑙 = 𝜇(𝜆1)；
否则，有 𝐮𝜆1 = 𝟎𝑙 成立。记 D̂ ≜ diag{𝜆1 − 𝐷𝑙+1,𝑙+1, ⋯ , 𝜆1 − 𝐷𝑚𝑚} ∈ ℝ(𝑚−𝑙)×(𝑚−𝑙)，

𝐮̄𝜆1 ≜ (𝑢𝑙+1, ⋯ , 𝑢𝑚)T ∈ ℝ𝑚−𝑙， ̄𝐯𝜆1 ≜ (𝑣𝑙+1, ⋯ , 𝑣𝑚)T，则相应的特征空间可表示为

{𝐰 = (𝐰̂T, ⟨𝐰̂, 𝐯𝜆1⟩ ⋅ 𝐮̄T𝜆1
(D̂ − 𝐮̄𝜆1 ̄𝐯T𝜆1

)−1)T∶ 𝐰̂ ∈ ℝ𝑙
}，其维度为 𝛾(𝜆1) = 𝑙。注意到

D̂ − 𝐮̄𝜆1 ̄𝐯T𝜆1
非奇异，因

det(D̂ − 𝐮̄𝜆1 ̄𝐯T𝜆1
) = det(D̂) ⋅

(
1 − ∑

𝑖>𝑙

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝜆1 − 𝐷𝑖𝑖 )

≠ 0.

C.2 定理 5.3的证明

注意到由 (5­3)有

𝜈(𝝓𝑛) = ⟨𝝓𝑛, 𝐯1⟩2

‖𝝓𝑛‖2 = ⟨ ̃𝝓𝑛, 𝐞1⟩2

‖ ̃𝝓𝑛‖
2 .

根据 Cauchy–Schwarz不等式及 (5­8)，得

𝔼[𝜈(𝝓𝑛)|𝝓0] ⋅ 𝔼[‖ ̃𝝓𝑛‖
2
|𝝓0] ⩾ (𝔼[|⟨ ̃𝝓𝑛, 𝐞1⟩| |𝝓0])

2

⩾ (𝐞T1 𝔼[ ̃𝝓𝑛|𝝓0])
2

= [𝐞T1 (1 + 𝜂𝚺2)𝑛 ̃𝝓0]
2

= (1 + 𝜂𝜎2
1)2𝑛𝐞T1 ̃𝝓∘2

0 ,
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从而可知

𝔼[𝜈(𝝓𝑛)|𝝓0] ⩾
(1 + 𝜂𝜎2

1)2𝑛𝐞T1 ̃𝝓∘2
0

𝔼[‖ ̃𝝓𝑛‖2|𝝓0]
=

(1 + 𝜂𝜎2
1)2𝑛𝐞T1 ̃𝝓∘2

0
𝟏TG𝑛 ̃𝝓∘2

0
. (C­1)

不失一般性，假设 ‖𝝓0‖2 = 1，亦即，‖ ̃𝝓∘2
0 ‖1 = 1。注意到

𝟏TG𝑛 ̃𝝓∘2
0

(1 + 𝜂𝜎2
1)2𝑛

=
𝟏TQ𝚲𝑛Q−1 ̃𝝓∘2

0
(1 + 𝜂𝜎2

1)2𝑛
=

𝑚

∑
𝑖=1

𝜆𝑛
𝑖

(1 + 𝜂𝜎2
1)𝑛

⋅ (𝟏TQ𝐞𝑖𝐞T𝑖 Q−1 ̃𝝓∘2
0 ), (C­2)

最后乘积表达式中的两项可分别处理。

对于第一项，由 (5­14)知存在 𝜂1 > 0，使得对任意 𝜂 < 𝜂1，有 𝜆1 < (1 + 𝜂𝜎2
1)2 +

2𝜂2𝜎4
1𝜏1，故

log
𝜆1

(1 + 𝜂𝜎2
1)2

⩽ log
(1 + 𝜂𝜎2

1)2 + 2𝜂2𝜎4
1𝜏1

(1 + 𝜂𝜎2
1)2

⩽
2𝜂2𝜎4

1𝜏1

(1 + 𝜂𝜎2
1)2

< 2𝜂2𝜎4
1𝜏1,

其中第二个等号依据 log 𝑥 ⩽ 𝑥 − 1，对所有 𝑥 > 0。从而可得

𝜆𝑛
1

(1 + 𝜂𝜎2
1)2𝑛

= exp
(

𝑛 ⋅ log 𝜆1
(1 + 𝜂𝜎2

1)2 )
(C­3a)

⩽ exp (2𝑛𝜂2𝜎4
1𝜏1) (C­3b)

⩽ 1 + 𝐶1𝜂 log 1
𝜂 , (C­3c)

其中 𝐶1 > 0为常数。
与之类似，当 𝑖 > 1时存在 𝐶2 > 0与 𝜂2 > 0，使得对任意 𝜂 < 𝜂2，有

log
𝜆𝑖

(1 + 𝜂𝜎2
1)2

< 2𝜂(𝜎2
𝑖 − 𝜎2

1) + 𝐶2𝜂2,

< 2𝜂(𝜎2
2 − 𝜎2

1) + 𝐶2𝜂2,

以及

𝜆𝑛
𝑖

(1 + 𝜂𝜎2
1)2𝑛

= exp
(

𝑛 ⋅ log 𝜆𝑖
(1 + 𝜂𝜎2

1)2 )
(C­4a)

< exp (2𝑛𝜂(𝜎2
2 − 𝜎2

1) + 𝐶2𝑛𝜂2) (C­4b)

= 𝜂2 exp(𝐶2𝑛𝜂2) < 2𝜂2. (C­4c)
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对于第二项，由引理 5.1的证明可知 G的奇异向量为 𝜂 的连续可导函数，从
而 Q的 Taylor展开存在，且可表示为 Q = Q0 + 𝜂Q1 + 𝑜(𝜂)。此外由于 𝜆1为单特征

值 (即代数重数为 1)，易知 Q0 满足 𝐞T1Q
−1
0 = 𝐞1,Q0𝐞T1 = 𝐞T1。因此由 Taylor展开式

可知

𝟏TQ𝐞𝑖𝐞T𝑖 Q−1 ̃𝝓∘2
0

= 𝟏TQ0𝐞𝑖𝐞T𝑖 Q−1
0

̃𝝓∘2
0 − 𝜂𝟏TQ0𝐞𝑖𝐞T𝑖 Q−1

0 Q1Q−1
0

̃𝝓∘2
0 + 𝜂𝟏TQ1𝐞𝑖𝐞T𝑖 Q−1

0
̃𝝓∘2
0 + 𝑜(𝜂).

故存在 𝜂3 > 0, 𝐶3 > 0，使得对任意的 𝜂 < 𝜂3，有

𝟏TQ𝐞1𝐞T1Q
−1 ̃𝝓∘2

0 < 𝜈(𝝓0) + 𝜂𝐶3, (C­5a)

𝟏TQ𝐞𝑖𝐞T𝑖 Q−1 ̃𝝓∘2
0 < 𝐶3, 𝑖 > 1. (C­5b)

将 (C­3)、(C­4)、以及 (C­5)代入 (C­2)，可得

𝟏TG𝑛 ̃𝝓∘2
0

(1 + 𝜂𝜎2
1)2𝑛

=
𝑚

∑
𝑖=1

𝜆𝑛
𝑖

(1 + 𝜂𝜎2
1)𝑛

⋅ (𝟏TQ𝐞𝑖𝐞T𝑖 Q−1 ̃𝝓∘2
0 )

⩽ (1 + 𝐶1𝜂 log 1
𝜂 ) ⋅ (𝜈(𝝓0) + 𝜂(𝐶3)) + 2(𝑚 − 1)𝐶3𝜂2

对任意 𝜂 < min{𝜂1, 𝜂2, 𝜂3}成立。由于 𝜂 = 𝑜(𝜂 log 1
𝜂 ), 𝜂2 = 𝑜(𝜂 log 1

𝜂 )，存在 𝜂4 > 0及
𝑐 > 0，使得对所有的 𝜂 < 𝜂4，有

𝟏TG𝑛 ̃𝝓∘2
0

(1 + 𝜂𝜎2
1)2𝑛

⩽ 𝜈(𝝓0) + 𝑐𝜂 log 1
𝜂 .

于是由 (C­1)，对 𝜂 < 𝜂0 ≜ min{𝜂1, 𝜂2, 𝜂3, 𝜂4}，有

𝔼[𝜈(𝝓𝑛)|𝝓0] ⩾ 𝜈(𝝓0) (𝜈(𝝓0) + 𝑐𝜂 log 1
𝜂 )

−1

= 1 − 𝑐
𝜈(𝝓0) ⋅ 𝜂 log 1

𝜂 .

根据 𝜈(𝝓𝑛)的定义，1 − 𝜈(𝝓𝑛)恒为非负。从而由Markov不等式可知

1 − 𝜈(𝝓𝑛) ⩽ 𝑐
𝜈(𝝓0) ⋅ 𝜂

𝛿 log 1
𝜂

以不小于 1 − 𝛿的概率成立。最后，(5­16)可由 𝜌(𝝓𝑛) ⩾ 𝜎2
1𝜈(𝝓𝑛)推出。
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C.3 命题 5.3的证明

在该证明中，引入记号M⊗2 ≜ M⊗M,M⊗2T ≜ (M⊗2)T，其中 “ ⊗ ”表示矩阵

间的 Kronecker积。此外，对任意的 𝑖 ⩽ 𝑗，定义

̂𝐞𝑖𝑗 ≜
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐞⊗2
𝑖 , if 𝑖 = 𝑗
1

√2
(𝐞𝑖 ⊗ 𝐞𝑗 + 𝐞𝑗 ⊗ 𝐞𝑖), if 𝑖 < 𝑗

其中 𝐞𝑖表示 ℝ𝑑 中的第 𝑖个标准基 (自然基)向量。在此基础上，定义 E ∈ ℝ𝑑2× ̃𝑑 为

由所有 ̂𝐞𝑖𝑗 (𝑖 ⩽ 𝑗)构成的矩阵，使其第 [(𝑖 − 1)𝑖/2 + 𝑗]列为 ̂𝐞𝑖𝑗。定义 𝜽𝑛 ∈ ℝ ̃𝑑 使其

第 [𝑖 + (𝑗 − 1)𝑗/2] (𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑)个元素为 𝝓T
𝑛V𝑖𝑗𝝓𝑛，则易知 𝜽𝑛 = ET ̃𝝓⊗2

𝑛 。关于 E，我

们有如下引理。

引理 C.1： 对任意的 𝐮 ∈ ℝ𝑑，有

EET𝐮⊗2 = 𝐮⊗2. (C­6)

证明 设 𝐮 = [𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑑]T，则

𝐮 =
𝑑

∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝐞𝑖,

故有

𝐮⊗2 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝐞𝑖
⎞
⎟
⎟
⎠

⊗
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∑
𝑗=1

𝑢𝑗𝐞𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

𝑢𝑖𝑢𝑗(𝐞𝑖 ⊗ 𝐞𝑗)

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝑢2
𝑖 𝐞⊗2

𝑖 + ∑
𝑖<𝑗

𝑢𝑖𝑢𝑗(𝐞𝑖 ⊗ 𝐞𝑗 + 𝐞𝑗 ⊗ 𝐞𝑖)

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝑢2
𝑖 ̂𝐞𝑖𝑖 + √2 ∑

𝑖<𝑗
𝑢𝑖𝑢𝑗 ̂𝐞𝑖𝑗 . (C­7)

此外，注意到由于

EET = ∑
𝑖⩽𝑗

̂𝐞𝑖𝑗 ̂𝐞T𝑖𝑗 ,
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可得

EET𝐮⊗2 = ∑
𝑖⩽𝑗

̂𝐞𝑖𝑗 ̂𝐞T𝑖𝑗𝐮⊗2

= ∑
𝑖⩽𝑗

⟨ ̂𝐞𝑖𝑗 , 𝐮⊗2⟩ ̂𝐞𝑖𝑗

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝑢2
𝑖 ̂𝐞𝑖𝑖 + √2 ∑

𝑖<𝑗
𝑢𝑖𝑢𝑗 ̂𝐞𝑖𝑗 . (C­8)

综合 (C­7)与 (C­8)的结论可推出 (C­6)。 □

命题的证明还将用到如下关于 L的引理。

引理 C.2： 由 (5­26)所定义的矩阵 L可表示为

L = ETV⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2E. (C­9)

证明 对任意的 𝑖 ⩽ 𝑗 及 𝑖′ ⩽ 𝑗′，矩阵 ETV⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2E第 [𝑖 + (𝑗 − 1)𝑗/2]行第
[𝑖′ + (𝑗′ − 1)𝑗′/2]列的元素为

𝐞T𝑖𝑗ETV⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2E𝐞𝑖′𝑗′ = ̂𝐞T𝑖𝑗V⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2 ̂𝐞𝑖′𝑗′ (C­10)

= vecT(V𝑖𝑗)𝔼 [Z⊗2] vec(V𝑖′𝑗′) (C­11)

= vecT(V𝑖𝑗)𝔼 [vec(ZV𝑖′𝑗′ZT)] (C­12)

= 𝔼 [tr{V𝑖𝑗ZV𝑖′𝑗′ZT
}] (C­13)

= 𝐿𝑖𝑗,𝑖′𝑗′ (C­14)

其中 vec(⋅)表示矩阵的向量化操作。在上述推导中，为导出 (C­11)，注意到对 𝑖 ⩽
𝑗 有 vec(V𝑖𝑗) = V⊗2 ̂𝐞𝑖𝑗；为导出 (C­13)，注意到对维度相容的矩阵 M1、M2，有

vecT(M1) vec(M2) = tr{M
T
1M2}。故 ETV⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2E等于 L。 □

基于前述引理，可得命题 5.3的证明如下。

证明 (命题 5.3的证明) 首先，令 ̃𝝓𝑛 ≜ VT𝝓𝑛, ̃𝜻𝑛 ≜ VT𝜻𝑛,则由 (5­21)可知

̃𝝓𝑛 = (I + 𝜂𝚺) ̃𝝓𝑛−1 + 𝜂 ̃𝜻𝑛, 𝑖 ⩾ 1, (C­15)

由此推出

̃𝝓⊗2
𝑛 = (I + 𝜂𝚺)⊗2 ̃𝝓⊗2

𝑛−1 + 𝜂((I + 𝜂𝚺) ̃𝝓𝑛−1) ⊗ ̃𝜻𝑛 + 𝜂 ̃𝜻𝑛 ⊗ ((I + 𝜂𝚺) ̃𝝓𝑛−1) + 𝜂2 ̃𝜻⊗2
𝑛 .
(C­16)
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接下来考察 (C­16)右边条件在 𝝓0 上的条件期望。由于噪声 Z𝑛 互相独立，知

𝝓0 ↔ 𝝓1 ↔ ⋯ ↔ 𝝓𝑛构成Markov链，从而

𝔼[((I + 𝜂𝚺) ̃𝝓𝑛−1) ⊗ ̃𝜻𝑛|𝝓0] = 𝔼[𝔼[((I + 𝜂𝚺) ̃𝝓𝑛−1) ⊗ ̃𝜻𝑛|𝝓0, 𝝓𝑛−1]|𝝓0]
= 𝔼[((I + 𝜂𝚺) ̃𝝓𝑛−1) ⊗ 𝔼[ ̃𝜻𝑛|𝝓𝑛−1]|𝝓0]
= 𝟎⊗2,

其中最后的等号基于 𝔼[ ̃𝜻𝑛|𝝓𝑛−1] = VT𝔼[𝜻𝑛|𝝓𝑛−1] = 𝔼 [Z𝑛] 𝝓𝑛−1 = 𝟎。同法可得
𝔼[ ̃𝜻𝑛 ⊗ ((I + 𝜂𝚺) ̃𝝓𝑛−1)|𝝓0] = 𝟎⊗2。

此外，注意到由

̃𝜻𝑛 = VT𝜻𝑛 = VTZ𝑛𝝓𝑛−1 = VTZ𝑛V ̃𝝓𝑛−1

可推出

𝔼 [ ̃𝜻⊗2
𝑛 |𝝓0] = 𝔼 [𝔼 [ ̃𝜻⊗2

𝑛 |𝝓0, 𝝓𝑛−1] |𝝓0]
= 𝔼 [𝔼 [ ̃𝜻⊗2

𝑛 |𝝓𝑛−1] |𝝓0]
= 𝔼 [𝔼 [(VTZ𝑛V ̃𝝓𝑛−1)⊗2

|𝝓𝑛−1]|𝝓0]
= 𝔼 [V

⊗2T𝔼 [Z
⊗2
𝑛 ]V

⊗2 ̃𝝓⊗2
𝑛−1|𝝓0]

= V⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2𝔼 [ ̃𝝓⊗2
𝑛−1|𝝓0] (C­17)

其中第二个等号利用了 𝝓0 − 𝝓1 − ⋯ − 𝝓𝑛构成Markov链的性质。

对 (C­16)取关于 𝝓0的条件期望，得

𝔼 [ ̃𝝓⊗2
𝑛 |𝝓0] = [(I + 𝜂𝚺)⊗2 + 𝜂2V⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2]𝔼 [ ̃𝝓⊗2

𝑛−1|𝝓0] ,

因此

𝔼[𝜽𝑛|𝝓0] = 𝔼[ET ̃𝝓⊗2
𝑛 |𝝓0]

= ET[(I + 𝜂𝚺)⊗2 + 𝜂2V⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2]𝔼[ ̃𝝓⊗2
𝑛−1|𝝓0]

= (I ̃𝑑 + 𝜂𝚺1 + 𝜂2𝚺2)ET𝔼[ ̃𝝓⊗2
𝑛−1|𝝓0]

+ 𝜂2ETV⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2 ⋅ 𝔼[ ̃𝝓⊗2
𝑛−1|𝝓0] (C­18)

= (I ̃𝑑 + 𝜂𝚺1 + 𝜂2𝚺2)ET𝔼[ ̃𝝓⊗2
𝑛−1|𝝓0]

+ 𝜂2ETV⊗2T𝔼 [Z⊗2]V⊗2EET𝔼[ ̃𝝓⊗2
𝑛−1|𝝓0] (C­19)

= (I ̃𝑑 + 𝜂𝚺1 + 𝜂2𝚺2 + 𝜂2L)𝔼[ET ̃𝝓⊗2
𝑛−1|𝝓0] (C­20)
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= G𝔼[𝜽𝑛−1|𝝓0], (C­21)

其中 (C­18)基于 ET(I+ 𝜂𝚺)⊗2 = (I ̃𝑑 + 𝜂𝚺1 + 𝜂2𝚺2)ET，(C­19)基于引理 C.1, (C­20)

基于引理 C.2，且 (C­21)基于 G的定义。

由此得出

𝔼[𝜽𝑛|𝝓0] = G𝔼[𝜽𝑛−1|𝝓0] = ⋯ = G𝑛𝜽0

从而有

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0) = 𝔼[⟨𝝓𝑛, 𝐯𝑖⟩2|𝝓0] = 𝔼[⟨𝐞𝑖𝑖, 𝜽𝑛⟩|𝝓0]

= ⟨𝐞𝑖𝑖, 𝔼[𝜽𝑛|𝝓0]⟩

= ⟨𝐞𝑖𝑖,G𝑛𝜽0⟩. □

C.4 引理 5.2的证明

证明 令 G0 ≜ 𝚺1 + 𝜂(𝚺2 + L)，则 G = I ̃𝑑 + 𝜂G0，故 G的特征值分解可立即由 G0

的特征值分解得到。基于有关 𝜎𝑖的假设可知 𝚺1各对角元相异，因此对充分小的 𝜂，
矩阵 G0 = 𝚺1 + 𝜂(𝚺2 + L)可对角化。记 G0的特征值分解为

G0 = Q(𝜂)𝚲(𝜂)Q(𝜂)−1, (C­22)

并记 𝜆𝑖𝑗(G0) (𝑖 ⩽ 𝑗)为相应的特征值，即 𝚲的对角元。注意到 G0 可视为 𝚺1 扰动

之后的矩阵，根据微扰论 [96]可知扰动之后的特征值及特征向量分别为

𝜆𝑖𝑗(G0) = 𝜎𝑖 + 𝜎𝑗 + 𝜂(𝜎𝑖𝜎𝑗 + 𝐿𝑖𝑗,𝑖𝑗) + 𝑜(𝜂), ∀ 𝑖 ⩽ 𝑗

及 Q = I ̃𝑑 + 𝜂Q1 + 𝑜(𝜂)，其中 Q1满足

𝐞T𝑖𝑖Q1𝐞𝑖′𝑗′ =
𝐿𝑖𝑖,𝑖′𝑗′

𝜎′
𝑖 + 𝜎′

𝑗 − 2𝜎𝑖
, ∀ (𝑖′, 𝑗′) ≠ (𝑖, 𝑖). (C­23)

由 (C­22)可知

G𝑛 = [Q(𝜂)(I ̃𝑑 + 𝜂𝚲(𝜂))Q(𝜂)−1]𝑛 = Q(𝜂)(I ̃𝑑 + 𝜂𝚲(𝜂))𝑛Q(𝜂)−1,

且 G特征值为

𝜆𝑖𝑗(G) = 1 + 𝜂𝜆𝑖𝑗(G0) = 1 + 𝜂(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗) + 𝜂2(𝜎𝑖𝜎𝑗 + 𝐿𝑖𝑗,𝑖𝑗) + 𝑜(𝜂2).
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从而可得

1
(𝜆11(G))𝑛G

𝑛 = 1
(𝜆11(G))𝑛Q(𝜂)(I ̃𝑑 + 𝜂𝚲(𝜂))𝑛Q(𝜂)−1

= (I ̃𝑑 + 𝜂Q1) (
I ̃𝑑 + 𝜂𝚲(𝜂)

𝜆11(G) )
𝑛

(I ̃𝑑 − 𝜂Q1) + 𝑜(𝜂)

= ∑
𝑖′⩽𝑗′ [

𝜆𝑖′𝑗′(G)
𝜆11(G) ]

𝑛
(I ̃𝑑 + 𝜂Q1)𝐞𝑖′𝑗′𝐞T𝑖′𝑗′(I ̃𝑑 − 𝜂Q1) + 𝑜(𝜂)

= ∑
𝑖′⩽𝑗′

𝛾𝑛
𝑖′𝑗′(𝜂)[𝐞𝑖′𝑗′𝐞T𝑖′𝑗′ + 𝜂(Q1𝐞𝑖′𝑗′𝐞T𝑖′𝑗′ − 𝐞𝑖′𝑗′𝐞T𝑖′𝑗′Q1)] + 𝑜(𝜂),

其中第二个等式依据 Q−1 = I ̃𝑑 − 𝜂Q1 + 𝑜(𝜂)。
因此可得

𝐞T𝑖𝑖G𝑛

(𝜆11(G))𝑛 = ∑
𝑖′⩽𝑗′

𝛾𝑛
𝑖′𝑗′(𝜂) ⋅ 𝐞T𝑖𝑖[𝐞𝑖′𝑗′𝐞T𝑖′𝑗′ + 𝜂(Q1𝐞𝑖′𝑗′𝐞T𝑖′𝑗′ − 𝐞𝑖′𝑗′𝐞T𝑖′𝑗′Q1)] + 𝑜(𝜂)

= 𝛾𝑛
𝑖𝑖(𝜂)(𝐞T𝑖𝑖 − 𝜂𝐞T𝑖𝑖Q1) + 𝜂 ∑

𝑖′⩽𝑗′
𝛾𝑛

𝑖′𝑗′(𝜂)(𝐞T𝑖𝑖Q1𝐞𝑖′𝑗′)𝐞T𝑖′𝑗′ + 𝑜(𝜂)

= 𝛾𝑛
𝑖𝑖(𝜂)𝐞T𝑖𝑖 + 𝜂 ∑

𝑖′⩽𝑗′
[𝛾𝑛

𝑖′𝑗′(𝜂) − 𝛾𝑛
𝑖𝑖(𝜂)](𝐞T𝑖𝑖Q1𝐞𝑖′𝑗′)𝐞T𝑖′𝑗′ + 𝑜(𝜂)

= 𝛾𝑛
𝑖𝑖(𝜂)𝐞T𝑖𝑖 + 𝜂 ∑

𝑖′⩽𝑗′

(𝑖′,𝑗′)≠(𝑖,𝑖)

𝛾𝑛
𝑖′𝑗′(𝜂) − 𝛾𝑛

𝑖𝑖(𝜂)
𝜎𝑖′ + 𝜎𝑗′ − 2𝜎𝑖

𝐿𝑖𝑖,𝑖′𝑗′ ⋅ 𝐞T𝑖′𝑗′ + 𝑜(𝜂),

其中最后的等号依据 (C­23)。最后，将上式两边与 𝜽0作内积即得 (5­33)。 □

C.5 定理 5.5的证明

为刻画大样本小学习率机制下泛化误差的行为，引入记号 𝑓(𝜂) = 𝑜(𝜂)(1)以表
示 lim𝜂→0+ 𝑓(𝜂) = 0，并用 𝑔(𝜂, 𝑁) = 𝑜(𝑁𝜂)(1)表示存在函数 ℎ(𝑡)使得

lim
𝑡→+∞

ℎ(𝑡) = 0以及 |𝑔(𝜂, 𝑁)| ⩽ |ℎ(𝑁𝜂)|,

则易验证 ̂𝑜(1) = 𝑜(𝑁𝜂)(1) + 𝑜(𝜂)(1)。
此外，如下引理将用于后续证明中。

引理 C.3： 我们有

𝛾𝑁
𝑖𝑗 (𝜂) = 𝑜(𝑁𝜂)(1), (𝑖, 𝑗) ≠ (1, 1), (C­24a)

𝛾𝑁
22(𝜂) = 𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂(1 + 𝑜(𝑁𝜂)(1)) + 𝜂 ⋅ 𝑜(𝜂)(1), (C­24b)
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𝛾𝑁
𝑖𝑖 (𝜂) = 𝛾𝑁

22(𝜂) ⋅ 𝑜(𝑁𝜂)(1), 𝑖 > 2. (C­24c)

证明 根据 (5.2)可得

𝛾𝑖𝑗(𝜂) =
𝜆𝑖𝑗(G)
𝜆11(G) = 1 + 𝜂(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗 − 2𝜎1) + 𝑜(𝜂), (C­25)

故对 𝑖 > 1及充分小的 𝜂有

𝛾𝑖𝑖(𝜂) = 1 + 2𝜂(𝜎𝑖 − 𝜎1) + 𝑜(𝜂) (C­26a)

< 1 + 𝜂(𝜎𝑖 − 𝜎1) (C­26b)

⩽ exp(𝜂(𝜎𝑖 − 𝜎1)) (C­26c)

从而

𝛾𝑁
𝑖𝑖 (𝜂) < exp(𝑁𝜂(𝜎𝑖 − 𝜎1)),

其中 (C­26c)基于不等式 1 + 𝑥 ⩽ 𝑒𝑥。

对任意 (𝑖, 𝑗) ≠ (1, 1)，由 (C­25)可知

𝛾𝑖𝑗(𝜂) = 1 + 𝜂(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗 − 2𝜎1) + 𝑜(𝜂) (C­27)

< 1 + 𝜂 (
𝜎𝑖 + 𝜎𝑗

2 − 𝜎1) (C­28)

⩽ exp(𝜂 (
𝜎𝑖 + 𝜎𝑗

2 − 𝜎1)) (C­29)

⩽ exp(𝜂 ⋅ 𝜎2 − 𝜎1
2 ) (C­30)

其中 (C­29)使用了不等式 1 + 𝑥 ⩽ 𝑒𝑥。因此可得

𝛾𝑁
𝑖𝑗 (𝜂) < exp(𝑁𝜂 ⋅ 𝜎2 − 𝜎1

2 ) ,

由此推出 (C­24a)。

为证明 (C­24b)，首先注意到根据 (5­32)有

log 𝜆𝑖𝑗(G) = 𝜂(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗) + 𝜂2(𝜎𝑖𝜎𝑗 + 𝐿𝑖𝑗,𝑖𝑗) − 1
2𝜂2(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗)2 + 𝑜(𝜂2)

= 𝜂(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗) + 𝜂2
[𝐿𝑖𝑗,𝑖𝑗 − 1

2(𝜎2
𝑖 + 𝜎2

𝑗 )] + 𝑜(𝜂2).
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因此，根据定义 (5­34)有

𝛾𝑖𝑗(𝜂) =
𝜆𝑖𝑗(G)
𝜆11(G) = exp (log 𝜆𝑖𝑗(G) − log 𝜆11(G))

= exp (𝜂(𝜎𝑖 + 𝜎𝑗 − 2𝜎1) + 𝑐𝑖𝑗𝜂2 + 𝑜(𝜂2)) ,

其中 𝑐𝑖𝑗 = 𝜎2
1 − 𝜎2

𝑖 +𝜎2
𝑗

2 + (𝐿𝑖𝑗,𝑖𝑗 − 𝐿11,11)。特别地，可得 𝛾22(𝜂) =
exp (2𝜂(𝜎2 − 𝜎1) + 𝑐22𝜂2 + 𝑜(𝜂2))，故存在常数 𝐶 > 0使得对充分小的 𝜂，有

exp (2𝜂(𝜎2 − 𝜎1) − 𝐶𝜂2) < 𝛾22(𝜂) < exp (2𝜂(𝜎2 − 𝜎1) + 𝐶𝜂2) .

于是可得出

(𝑒−𝐶𝑁𝜂2 − 1) ⋅ 𝑒2𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) < 𝛾𝑁
22(𝜂) − 𝑒2𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) < (𝑒𝐶𝑁𝜂2 − 1) ⋅ 𝑒2𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1),

因此

|𝛾𝑁
22(𝜂) − 𝑒2𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1)| < (𝑒𝐶𝑁𝜂2 − 1) ⋅ 𝑒2𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1). (C­31)

注意到

(𝑒𝐶𝑁𝜂2 − 1) ⋅ 𝑒2𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) < 𝐶𝑁𝜂2 ⋅ 𝑒𝐶𝑁𝜂2 ⋅ 𝑒2𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) (C­32)

= 𝐶𝑁𝜂2 ⋅ 𝑒
2
3 𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1)+𝐶𝑁𝜂2

⋅ 𝑒
4
3 𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1)

< 𝐶𝑁𝜂2 ⋅ 𝑒
1
3 𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) ⋅ 𝑒

4
3 𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) (C­33)

= 𝜂𝑒
4
3 𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) ⋅ [𝐶𝑁𝜂 ⋅ 𝑒

1
3 𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1)

]
< 𝜂𝑒

4
3 𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) ⋅ 𝑜(𝑁𝜂)(1) (C­34)

⩽ 1
2 (𝜂2 + 𝑒

8
3 𝑁𝜂(𝜎2−𝜎1) ⋅ 𝑜(𝑁𝜂)(1)) (C­35)

= 𝜂 ⋅ 𝑜(𝜂)(1) + 𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂 ⋅ 𝑜(𝑁𝜂)(1), (C­36)

其中 (C­32)依据 𝑒𝑥 − 1 ⩽ 𝑥𝑒𝑥，(C­33)基于 𝜂很小的假设，(C­35)基于算术–几何平

均不等式。

从而 (C­24b)可由 (C­31)及 (C­36)直接推出。

最后，为证明 (C­24c)，注意到由 (C­26a)可知，对任意 𝑖 > 2有

𝛾𝑖𝑖(𝜂)
𝛾22(𝜂) = 1 + 2𝜂(𝜎𝑖 − 𝜎2) + 𝑜(𝜂) < 1 + 𝜂(𝜎𝑖 − 𝜎2) < exp(𝜂(𝜎𝑖 − 𝜎2)),
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从而

0 <
𝛾𝑁

𝑖𝑖 (𝜂)
𝛾𝑁

22(𝜂)
< exp(−𝑁𝜂(𝜎2 − 𝜎𝑖)) ⩽ exp(−𝑁𝜂(𝜎2 − 𝜎3)),

因此 (C­24c)成立。 □

在此基础上可证明定理 5.5如下。

证明 (定理 5.5的证明) 首先考察 ̄𝜈c𝑁 (𝝓0)。基于 (5­29)的结果，只需考察 𝜋(𝑖)
𝑁 (𝝓0)。

为此，注意到利用引理 5.2有

𝜋(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

(𝜆11(G))𝑁 = 𝜂 ∑
𝑖′⩽𝑗′

(𝑖′,𝑗′)≠(𝑖,𝑖)

𝛾𝑁
𝑖′𝑗′(𝜂) − 𝛾𝑁

𝑖𝑖 (𝜂)
𝜎𝑖′ + 𝜎𝑗′ − 2𝜎𝑖

⋅ 𝐿𝑖𝑖,𝑖′𝑗′⟨𝐞𝑖′𝑗′ , 𝜽0⟩ + 𝛾𝑁
𝑖𝑖 (𝜂)⟨𝐞𝑖𝑖, 𝜽0⟩ + 𝜂𝑜(𝜂)(1).

当 𝑖 = 1时，由 (C­24a)可得

𝜋(1)
𝑁 (𝝓0)

(𝜆11(G))𝑁 = ⟨𝐞11, 𝜽0⟩ + 𝜂𝛼 + 𝜂 ̂𝑜(1), (C­37)

从而有

(𝜆11(G))𝑁

𝜋(1)
𝑁 (𝝓0)

= 1
⟨𝐞11, 𝜽0⟩ (1 − 𝜂

⟨𝐞11, 𝜽0⟩𝛼) + 𝜂 ̂𝑜(1), (C­38)

其中 𝛼定义为

𝛼 ≜ ∑
𝑖′⩽𝑗′

(𝑖′,𝑗′)≠(1,1)

𝐿11,𝑖′𝑗′⟨𝐞𝑖′𝑗′ , 𝜽0⟩
2𝜎1 − 𝜎𝑖′ − 𝜎𝑗′

.

类似地，当 𝑖 > 1时，有

𝜋(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

(𝜆11(G))𝑁 = 𝛾𝑁
𝑖𝑖 (𝜂)⟨𝐞𝑖𝑖, 𝜽0⟩ + 𝜂

2 ⋅ 𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

⟨𝐞11, 𝜽0⟩ + 𝜂 ̂𝑜(1).

因此，

𝑑

∑
𝑖=2

𝜋(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

(𝜆11(G))𝑁 = 𝛾𝑁
22(𝜂)⟨𝐞22, 𝜽0⟩(1 + 𝑜(𝑁𝜂)(1)) + 𝜂

2 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩
𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

+ 𝜂 ̂𝑜(1)

= 𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂⟨𝐞22, 𝜽0⟩(1 + 𝑜(𝑁𝜂)(1)) + 𝜂
2 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

+ 𝜂 ̂𝑜(1)

(C­39)
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其中第一个等号依据 (C­24c)，第二个等号基于 (C­24b)。

在此基础上，由 (C­38)及 (C­39)可推出

1
𝜋(1)

𝑛 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0) = (𝜆11(G))𝑁

𝜋(1)
𝑛 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0)

(𝜆11(G))𝑁

= 𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂 ⋅ ⟨𝐞22, 𝜽0⟩
⟨𝐞11, 𝜽0⟩(1 + ̂𝑜(1)) + 𝜂

2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

(1 + ̂𝑜(1))

=
⎡⎢⎢⎣
𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂 ⋅ ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 + 𝜂
2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

⎤⎥⎥⎦
⋅ (1 + ̂𝑜(1))

= ̂𝜈c𝑁 (𝝓0) ⋅ (1 + ̂𝑜(1)) (C­40)

其中最后的等号成立基于 (C­24b)。

最后，由 (5­29)可知

̄𝜈𝑁 (𝝓0) =
⎛
⎜
⎜
⎝
1 + 1

𝜋(1)
𝑛 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜋(𝑖)
𝑛 (𝝓0)

⎞
⎟
⎟
⎠

−1

= 1 − ̂𝜈c𝑁 (𝝓0) ⋅ (1 + ̂𝑜(1))

故

̄𝜈c𝑁 (𝝓0) = ̂𝜈c𝑁 (𝝓0) ⋅ (1 + ̂𝑜(1)). (C­41)

同法可得 ̄𝜌c
𝑁 (𝝓0)的结果。具体地，由 (5­29)可得

̄𝜌𝑁 (𝝓0) =
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜎1 + 1

𝜋(1)
𝑁 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜎𝑖𝜋
(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝
1 + 1

𝜋(1)
𝑁 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜋(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

⎞
⎟
⎟
⎠

−1

=
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜎1 + 1

𝜋(1)
𝑁 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜎𝑖𝜋
(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

⎞
⎟
⎟
⎠

̄𝜈𝑁 (𝝓0). (C­42)

通过类似的推导可得 [对比 (C­40) ]

1
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜎𝑖𝜋
(𝑖)
𝑁 (𝝓0) =

⎡⎢⎢⎣
𝜎2𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂 ⋅ ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 + 𝜂
2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜎𝑖𝜏𝑖
𝜎1 − 𝜎𝑖

⎤⎥⎥⎦
⋅ (1 + ̂𝑜(1)),

(C­43)

于是 (C­42)可表示为

̄𝜌𝑁 (𝝓0) =
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜎1 + 1

𝜋(1)
𝑁 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜎𝑖𝜋
(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

⎞
⎟
⎟
⎠

̄𝜈𝑁 (𝝓0)
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=
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜎1 + 1

𝜋(1)
𝑁 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜎𝑖𝜋
(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

⎞
⎟
⎟
⎠

[1 − ̄𝜈c𝑁 (𝝓0)]

= 𝜎1 − 𝜎1 ̄𝜈c𝑁 (𝝓0) + 1
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜎𝑖𝜋
(𝑖)
𝑁 (𝝓0) + (𝜂 + 𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂) ̂𝑜(1), (C­44)

= 𝜎1 +
⎡⎢⎢⎣
(𝜎2 − 𝜎1)𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂 ⋅ ⟨𝐯2, 𝝓0⟩2

⟨𝐯1, 𝝓0⟩2 − 𝜂
2

𝑑

∑
𝑖=2

𝜏𝑖
⎤⎥⎥⎦

⋅ (1 + ̂𝑜(1))

= 𝜎1 − ̂𝜌c
𝑁 (𝝓0) ⋅ (1 + ̂𝑜(1)) (C­45)

其中 (C­44)依据 [参见 (C­41)及 (C­43)]

⎛
⎜
⎜
⎝

1
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)

𝑑

∑
𝑖=2

𝜎𝑖𝜋
(𝑖)
𝑁 (𝝓0)

⎞
⎟
⎟
⎠

̄𝜈c𝑁 (𝝓0) = (𝑒2(𝜎2−𝜎1)𝑁𝜂 + 𝜂) ̂𝑜(1).

因此得到

̄𝜌c
𝑁 (𝝓0) = 𝜎1 − ̄𝜌𝑁 (𝝓0) = ̂𝜌c

𝑁 (𝝓0) ⋅ (1 + ̂𝑜(1)). □

C.6 定理 5.6的证明

证明 由 (5­21)可得 𝔼 [𝝓𝑛|𝝓𝑛−1] = (I + 𝜂A)𝝓𝑛−1，于是根据 𝝓𝑛满足的Markov性可

知

𝔼 [𝝓𝑛|𝝓0] = 𝔼 [𝔼 [𝝓𝑛|𝝓0, 𝝓𝑛−1] |𝝓0]
= 𝔼 [𝔼 [𝝓𝑛|𝝓𝑛−1] |𝝓0]
= (I + 𝜂A)𝔼 [𝝓𝑛−1|𝝓0]
= (I + 𝜂A)𝑛𝝓0.

上式两边分别与 𝐯1作内积，得

𝔼 [⟨𝐯1, 𝝓𝑛⟩|𝝓0] = (1 + 𝜂𝜎1)𝑛⟨𝐯1, 𝝓0⟩.

从而得到

𝔼 [𝜈(𝝓𝑁 ; 𝜂(𝑁))|𝝓0] ⋅ 𝔼[‖𝝓𝑁‖2|𝝓0] ⩾ (𝔼[|⟨𝝓𝑁 , 𝐯1⟩| |𝝓0])
2

⩾ (𝔼[⟨𝝓𝑁 , 𝐯1⟩ |𝝓0])
2

= (1 + 𝜂𝜎1)2𝑁⟨𝐯1, 𝝓0⟩2,
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其中两个不等号分别依据 Cauchy–Schwarz不等式及 Jensen不等式。由此得平均泛

化误差 𝔼 [𝜈(𝝓𝑁 )|𝝓0]的下界

𝔼 [𝜈(𝝓𝑁 )|𝝓0] ⩾ (1 + 𝜂𝜎1)2𝑁 ⋅ ⟨𝐯1, 𝝓0⟩2

𝔼 [‖𝝓𝑁‖2|𝝓0]
(C­46a)

= ̄𝜈𝑁 (𝝓0) ⋅ (1 + 𝜂𝜎1)2𝑁 ⋅ ⟨𝐯1, 𝝓0⟩2

𝔼 [⟨𝐯1, 𝝓𝑛⟩2|𝝓0]
(C­46b)

= ̄𝜈𝑁 (𝝓0) ⋅ (1 + 𝜂𝜎1)2𝑁 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)
. (C­46c)

为进一步考察该下界，注意到

(1 + 𝜂𝜎1)2𝑁 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)
=

[
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)
(1 + 𝜂𝜎1)2𝑁 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩]

−1

=
[

(𝜆11(G))𝑁

(1 + 𝜂𝜎1)2𝑁 ⋅
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)
(𝜆11(G))𝑁 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩]

−1

,

乘积中的两项可分别处理。对第一项，注意到根据引理 5.2有 𝜆11(G) = (1 + 𝜂𝜎1)2 +
𝜂2𝜏1 + 𝑜(𝜂2)，从而

𝜆11(G)
(1 + 𝜂𝜎1)2 = 1 + 𝜂2𝜏1 + 𝑜(𝜂2)

(1 + 𝜂𝜎1)2 = 1 + 𝜂2𝜏1 + 𝑜(𝜂2).

因此有

[
𝜆11(G)

(1 + 𝜂𝜎1)2 ]
𝑁

= exp(𝑁 log
𝜆11(G)

(1 + 𝜂𝜎1)2 )

= exp (𝑁 log (1 + 𝜂2𝜏1 + 𝑜(𝜂2)))
= exp (𝑁𝜂2𝜏1 + 𝑜(𝑁𝜂2))
= 1 + 𝑁𝜂2𝜏1 + 𝑜(𝑁𝜂2).

对于第二项，由 𝜂 = log𝑁
2(𝜎1−𝜎2)𝑁 可知当𝑁 趋于无穷时有 𝜂 → 0以及𝑁𝜂 → +∞，

故可得 𝜂 ̂𝑜(1) = 𝑜(𝜂)。由 (C­37)及 𝜂 = 𝑜(𝑁𝜂2)可知

𝜋(1)
𝑁 (𝝓0)

(𝜆11(G))𝑁 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩ = 1 + 𝜂 ⋅ 𝛼
⟨𝐞11, 𝜽0⟩ + 𝑜(𝜂)

= 1 + 𝑜(𝑁𝜂2).
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综合这两项的结论，可知对充分大的𝑁 有

(1 + 𝜂𝜎1)2𝑁 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)
=

[
(𝜆11(G))𝑁

(1 + 𝜂𝜎1)2𝑁 ⋅
𝜋(1)

𝑁 (𝝓0)
(𝜆11(G))𝑁 ⋅ ⟨𝐞11, 𝜽0⟩]

−1

= [(1 + 𝑁𝜂2𝜏1 + 𝑜(𝑁𝜂2))(1 + 𝑜(𝑁𝜂2))]
−1

= 1 − 𝑁𝜂2𝜏1 + 𝑜(𝑁𝜂2)

> 1 − 2𝑁𝜂2𝜏1.

从而得

𝔼 [𝜈(𝝓𝑁 )|𝝓0] > (1 − 2𝜏1𝑁𝜂2) ̄𝜈𝑁 (𝝓0) = 1 − 𝐶0 ⋅ log
2 𝑁

𝑁 ,

故

𝔼 [𝜈c(𝝓𝑁 )|𝝓0] < 𝐶0 ⋅ log
2 𝑁

𝑁 .

利用Markov不等式即得 (5­42)的结论。最后，(5­43)中关于 𝜌c(𝝓𝑁 )的结论可立即
由不等式 𝜌c(𝝓𝑁 ) ⩽ 𝜎1𝜈c(𝝓𝑁 )推出。 □
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附录 D 第 6章中的证明

D.1 命题 6.1的证明

对任意 𝑦′ ∈ 𝒴，可得

∂
∂𝑏(𝑦′)𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)

𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) = 𝑃𝑌 (𝑦′)𝛿𝑦,𝑦′ ,

以及

𝛁𝐠(𝑦′)𝑃
(𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥) = 𝑃𝑌 (𝑦)𝐟(𝑥)𝛿𝑦,𝑦′ ,

其中 𝛿𝑦,𝑦′ 表示 Kronecker delta符号。由此可知

∂
∂𝑏(𝑦′)𝐿(𝐟 , 𝐠, 𝑏) = −2 ∑

𝑥∈𝒳
𝑃𝑋(𝑥) ∑

𝑦∈𝒴[
𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) − 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)

𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)
𝑃𝑌 (𝑦) ⋅ ∂

∂𝑏(𝑦′)𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)]

= −2 ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥) [𝑃𝑌 |𝑋(𝑦′|𝑥) − 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦′|𝑥)]

= −2 ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥)[𝑃𝑌 |𝑋(𝑦′|𝑥) − 𝑃𝑌 (𝑦′)(1 + 𝐟(𝑥)𝐠(𝑦′) + 𝑏(𝑦′))]

= −2𝑃𝑌 (𝑦′)[𝝁T
𝐟 𝐠(𝑦′) + 𝑏(𝑦′)]

及

𝛁𝐠(𝑦′)𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏) = −2 ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥) ∑
𝑦∈𝒴[

𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥) − 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)

𝑃𝑌 (𝑦) ⋅ 𝛁𝐠(𝑦′)𝑃
(𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)]

= −2 ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥) [𝑃𝑌 |𝑋(𝑦′|𝑥) − 𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦′|𝑥)] 𝐟(𝑥)

= −2𝑃𝑌 (𝑦′) ∑
𝑥∈𝒳

[𝑃𝑋|𝑌 (𝑥|𝑦′) − 𝑃𝑋(𝑥)(1 + 𝐟T(𝑥)𝐠(𝑦′) + 𝑏(𝑦′))]𝐟(𝑥)

= −2𝑃𝑌 (𝑦′)(𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 = 𝑦′] − 𝝁𝐟 − 𝔼[𝐟(𝑋)𝐟T(𝑋)]𝐠(𝑦′) − 𝝁𝐟 𝑏(𝑦′))
= −2𝑃𝑌 (𝑦′)(𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 = 𝑦′] − 𝔼[𝐟(𝑋)𝐟T(𝑋)]𝐠(𝑦′) − 𝝁𝐟 𝑏(𝑦′)).

又因最优参数 𝐠∗与 𝑏∗满足对任意 𝑦 ∈ 𝒴，

∂
∂𝑏(𝑦) = 0, 𝛁𝐠(𝑦)𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏) = 𝟎,
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故

𝝁T
𝐟 𝐠∗(𝑦) + 𝑏∗(𝑦) = 𝟎 (D­1)

𝔼[𝐟(𝑋)𝐟T(𝑋)]𝐠∗(𝑦) + 𝝁𝐟 𝑏∗(𝑦) = 𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 = 𝑦]. (D­2)

将 (D­1)代入 (D­2)，得

𝔼[𝐟(𝑋)𝐟T(𝑋)]𝐠∗(𝑦) − 𝝁𝐟 𝝁T
𝐟 𝐠∗(𝑦) = 𝚲𝐟 𝐠∗(𝑦) = 𝔼[ ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 = 𝑦],

从而得 (6­3a)。最后，可立即由 (D­1)推出 (6­3b)。

D.2 命题 6.2的证明

首先给出如下引理。

引理 D.1： 对任意的 𝐟、𝐠及 𝑏，有

𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏) = 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2𝐻(𝐟, 𝐠) + 𝝁T
𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠 + ∑

𝑦∈𝒴
𝑃𝑌 (𝑦) [𝝁T

𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)]
2

,

其中 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 )为联合分布 𝑃𝑋𝑌 到乘积分布 𝑃𝑋𝑃𝑌 的 𝜒2散度：

𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) = ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)]
2

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) .

基于引理 D.1，命题 6.2可证明如下。注意到对所有 𝜽、𝐠及 𝑏，有

𝐿(𝐟𝜽, 𝐠, 𝑏) = 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2𝐻(𝐟𝜽, 𝐠) + 𝝁T
𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠 + ∑

𝑦∈𝒴
𝑃𝑌 (𝑦) [𝝁T

𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)]
2

⩾ 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2𝐻(𝐟𝜽, 𝐠) (D­3)

⩾ 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2𝐻(𝐟𝜽H , 𝐠H) (D­4)

= 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2𝐻(𝐟𝜽H , 𝐠̃H) (D­5)

= 𝐿(𝐟𝜽H , 𝐠̃H, 𝑏∗), (D­6)

其中 (D­3)基于

𝝁T
𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠 + ∑

𝑦∈𝒴
𝑃𝑌 (𝑦) [𝝁T

𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)]
2

⩾ 0. (D­7)
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此外，式 (D­4)成立因为 𝜽H 与 𝐠H 为最大化 𝐻(𝐟𝜽, 𝐠) 的参数；式 (D­5) 依据

𝐻(𝐟𝜽H , 𝐠H) = 𝐻(𝐟𝜽H , 𝐠̃H)；式 (D­6) 的依据是，(D­7) 的等号对 𝜽H, 𝐠̃H 及 𝑏∗(𝑦) =
−𝐠̃TH(𝑦)𝔼[𝐟(𝑋; 𝜽H)]成立。
故可得 𝜽∗ = 𝜽H，𝐠∗ = 𝐠̃∗

H。且对任意 𝑦 ∈ 𝒴，有

𝑏∗(𝑦) = −𝐠̃TH(𝑦)𝔼[𝐟(𝑋; 𝜽H)] = −𝝁T
𝐟∗𝐠∗(𝑦)

其中 𝝁𝐟∗ ≜ 𝔼[𝐟(𝑋; 𝜽∗)] = 𝔼[𝐟(𝑋; 𝜽H)]。
现在只需证明引理 D.1。

证明 (引理 D.1的证明) 注意到

𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏) = ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃 (𝐟 ,𝐠,𝑏)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)]

2

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

= ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

1
𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) ⋅ [𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) (1 + 𝐟T(𝑥)𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦))]

2

= ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)]
2

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

− 2 ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

([𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)] ⋅ [𝐟T(𝑥)𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)])

+ ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) (𝐟T(𝑥)𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦))
2

= 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2 𝔼[ ̃𝐟T(𝑋)𝐠̃(𝑌 )]

+ ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) ⋅ [ ̃𝐟T(𝑥)𝐠̃(𝑦) + ̃𝐟T(𝑥)𝝁𝐠 + (𝝁T
𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦))]

2

= 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2 𝔼[ ̃𝐟T(𝑋)𝐠̃(𝑌 )] + tr{𝚲 ̃𝐟 𝚲𝐠̃}

+ 𝝁T
𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠 + ∑

𝑥∈𝒳
∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) (𝝁T
𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦))

2

= 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2𝐻(𝐟, 𝐠) + 𝝁T
𝐠 𝚲 ̃𝐟 𝝁𝐠 + ∑

𝑦∈𝒴
𝑃𝑌 (𝑦) [𝝁T

𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)]
2

,

其中倒数第二个等式依据

∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) ⋅ [ ̃𝐟T(𝑥)𝐠̃(𝑦)]
2

= ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) ⋅ tr( ̃𝐟 (𝑥) ̃𝐟T(𝑥)𝐠̃(𝑦)𝐠̃T(𝑦))

= tr
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥) ̃𝐟 (𝑥) ̃𝐟T(𝑥) ∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦)𝐠̃(𝑦)𝐠̃T(𝑦)
⎫⎪
⎬
⎪⎭
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NN𝐟
𝑥

𝑦
⋮

1{𝑦=1}

1{𝑦=|𝒴|} ⋮

𝑔1(𝑦)
𝑔2(𝑦)

𝑔𝑘(𝑦)

𝑔1(𝑦)
𝑔2(𝑦)

𝑔𝑘(𝑦)

𝑔(1)

𝑔(|𝒴|)

H 评分函

数估计器

𝐟(𝑥; 𝜽)

𝐠(𝑦)

𝐻(𝐟𝜽, 𝐠)

图 D.1 联合训练最大相关回归参数 𝜽及 𝐠的网络架构，其中：NN𝐟 用于从输入 𝑥中生成
特征 𝐟 (𝑥; 𝜽)，且 𝜽表示 NN𝐟 的参数；𝐠可由一个全连接层生成。

= tr{𝚲𝐟 𝚲𝐠}

以及

∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) [ ̃𝐟T(𝑥)𝝁𝐠]
2

= ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥)𝝁T
𝐠 ̃𝐟 (𝑥) ̃𝐟T(𝑥)𝝁𝐠

= 𝝁T
𝐠 (∑

𝑥∈𝒳
𝑃𝑋(𝑥) ̃𝐟 (𝑥) ̃𝐟T(𝑥)

)
𝝁𝐠

= 𝝁T
𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠. □

D.3 优化 H评分函数的神经网络架构

图 D.1给出了联合优化 𝜽及 𝐠的神经网络架构。给定数据与标签的样本 (𝑥, 𝑦)，
𝐟 (𝑥; 𝜽)由网络 NN𝐟 生成，其中 𝜽对应 NN𝐟 中所有可训练参数。此外因 𝑌 离散，𝐠(𝑦)
可由输入为 𝑦的单点编码 [1{𝑦=1}, ⋯ , 1{𝑦=|𝒴|}]T、含 𝑘个输出节点的单个全连接层
生成，且该全连接层权重对应于 𝐠(1), ⋯ , 𝐠(|𝒴|)。
在此基础上，将损失函数取为 −𝐻(𝐟𝜽, 𝐠)，则训练该网络可得最优参数 𝜽H 及

𝐠H。

D.4 命题 6.3的证明

由 CDM定义 (2­3)可知

𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) = ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)]
2

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) = ‖B̃‖
2
F,
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此外，注意到 H评分函数可等价表示为 (可参考第 3.5节中的讨论)

𝐻(𝐟, 𝐠) = 1
2 [‖B̃‖

2
F − ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)

T
‖

2

F] ,

故由引理 D.1可得

𝐿(𝐟, 𝐠, 𝑏) = 𝜒2(𝑃𝑋𝑌 , 𝑃𝑋𝑃𝑌 ) − 2𝐻(𝐟, 𝐠) + 𝝁T
𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠 + ∑

𝑦∈𝒴
𝑃𝑌 (𝑦) [𝝁T

𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)]
2

,

= ‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2

F
+ 𝝁T

𝐠 𝚲𝐟 𝝁𝐠 + ∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑌 (𝑦) [𝝁T
𝐟 𝐠(𝑦) + 𝑏(𝑦)]

2
.

D.5 定理 6.1的证明

基于真实后验概率分布 𝑃𝑌 |𝑋 给出的最大后验概率预测准确率 ACC∗可表示为

ACC∗ = ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋(𝑥)max
𝑦∈𝒴

𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)

= ∑
𝑥∈𝒳

max
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦).

令 B ∈ ℝ|𝒴|×|𝒳|表示为 𝑋 与 𝑌 之间的散度转移矩阵 (参见定义 2.3)，则有

‖B‖2
F = ‖B̃‖

2
F + 1 = ∑

𝑥∈𝒳
∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)2

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

= ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

1
𝑃𝑌 (𝑦) ⋅ 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)

⩽ 1
𝑝min ∑

𝑥∈𝒳
∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)

⩽ 1
𝑝min ∑

𝑥∈𝒳
∑
𝑦∈𝒴

(max𝑦′∈𝒴
𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦′)) ⋅ 𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥)

= 1
𝑝min ∑

𝑥∈𝒳
(max𝑦′∈𝒴

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦′)) ⋅ (∑
𝑦∈𝒴

𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥))

= ACC∗

𝑝min
,

从而 (6­12)中的第一个不等号成立。第二个不等号可立即由

𝐻𝑌 (𝐟 ) ⩽ 1
2‖B̃‖

2
F.
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推出。为证明 (6­13)，对给定观测 𝑥，令 𝑦∗(𝑥)与 ̂𝑦(𝑥)分别表示基于真实后验概率
分布及估计所得 𝑃 (𝐟 ,𝐠∗,𝑏∗)

𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥)的最大后验概率预测结果，即

𝑦∗(𝑥) ≜ argmax
𝑦∈𝒴

𝑃𝑌 |𝑋(𝑦|𝑥),

̂𝑦(𝑥) ≜ argmax
𝑦∈𝒴

𝑃 (𝐟 ,𝐠∗,𝑏∗)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥).

此外，定义集合 𝒳′ ⊂ 𝒳 为

𝒳′ ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 ∶ 𝑦∗(𝑥) ≠ ̂𝑦(𝑥)} ,

并令

̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) ≜ 𝑃𝑋(𝑥)𝑃 (𝐟 ,𝐠∗,𝑏∗)
𝑌 |𝑋 (𝑦|𝑥),

则可得

ACC∗ − ACC

= ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ∑
𝑥∈𝒳

𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥))

= ∑
𝑥∈𝒳′

[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥))]

⩽ ∑
𝑥∈𝒳′

[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − 𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥)) + ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥))]

⩽ ∑
𝑥∈𝒳′

(|𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥))| + |𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥))|),

其中第一个不等号的依据为

̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥)) = 𝑃𝑋(𝑥)𝑃 (𝐟 ,𝐠∗,𝑏∗)
𝑌 |𝑋 ( ̂𝑦(𝑥)|𝑥)

⩾ 𝑃𝑋(𝑥)𝑃 (𝐟 ,𝐠∗,𝑏∗)
𝑌 |𝑋 (𝑦∗(𝑥)|𝑥)

= ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥)).

在此基础上，令 𝚵𝑌 与 𝚵𝑋 分别表示 ̃𝐟 与 𝐠∗由 (6­8)定义的矩阵表示，则

‖B̃ − 𝚵𝑋(𝚵𝑌 )
T
‖

2

F
= ∑

𝑥∈𝒳
∑
𝑦∈𝒴

1
𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)

− 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) ̃𝐟T(𝑥)𝐠∗(𝑦)]
2

(D­8)

= ∑
𝑥∈𝒳

∑
𝑦∈𝒴

[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)]
2

𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦) (D­9)
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⩾ 1
𝑝max ∑

𝑥∈𝒳

1
𝑃𝑋(𝑥) ∑

𝑦∈𝒴
[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)]

2 (D­10)

⩾ 1
𝑝max ∑

𝑥∈𝒳′

1
𝑃𝑋(𝑥) ∑

𝑦∈𝒴
[𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)]

2 (D­11)

⩾ 1
𝑝max ∑

𝑥∈𝒳′

1
𝑃𝑋(𝑥) ([𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥))]

2

+ [𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥))]
2
) (D­12)

⩾ 1
2𝑝max ∑

𝑥∈𝒳′

1
𝑃𝑋(𝑥) (|𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥))|

+ |𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥))|)
2 (D­13)

⩾ 1
2𝑝max[ ∑

𝑥∈𝒳′
(|𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦∗(𝑥))|)

+ |𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥)) − ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, ̂𝑦(𝑥))|)]
2

⋅
( ∑

𝑥∈𝒳′
𝑃𝑋(𝑥)

)

−1

(D­14)

= 1
2𝑝max

(ACC∗ − ACC)2 ⋅
( ∑

𝑥∈𝒳′
𝑃𝑋(𝑥)

)

−1

(D­15)

⩾ 1
2𝑝max

(ACC∗ − ACC)2, (D­16)

其中 (D­9)依据 ̂𝑃𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑃𝑋(𝑥)𝑃𝑌 (𝑦)(1 + ̃𝐟T(𝑥)𝐠∗))，(D­13)基于不等式 𝑎2 + 𝑏2 ⩾
(𝑎+𝑏)2

2 ，(D­14)基于 Cauchy–Schwarz不等式。

最后，因 (6­3a)等价于

𝚵𝑌 = B𝚵𝑋((𝚵𝑋)
T𝚵𝑋)

−1, (D­17)

从而推出

‖B̃ − 𝚵𝑌 (𝚵𝑋)
T
‖

2

F
= ‖B̃‖

2
F − 2𝐻𝑌 (𝐟),

因此得

(ACC∗ − ACC)2 ⩽ 2 [‖B̃‖
2
F − 2𝐻𝑌 (𝐟 )] 𝑝max.

D.6 命题 6.4的证明

充分性可由立即由

𝐻𝑌 (𝐟(𝑋)) = 𝐻𝑌 (𝚲−1/2 ̃𝐟 (𝑋))
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= 𝔼 [‖𝔼[𝚲−1/2 ̃𝐟 (𝑋)|𝑌 ]‖
2
]

推出。

下面证明必要性。为证明 (a)，首先注意到

𝚲A𝐟 (𝑋)+𝐚 = A𝚲𝐟AT

及

cov (𝔼[A𝐟 (𝑋) + 𝐚|𝑌 ]) = A cov (𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ])AT.

因此，根据 (6­11)中的第二个等式可得

𝐻𝑌 (A𝐟 (𝑋) + 𝐚) = 𝐻𝑌 (𝐟(𝑋)).

为证明 (b)，注意到 (6­16a)可立即由 (6­11)推出。为验证 (6­16b)，根据全协方

差公式可知

I = cov(𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ]) + 𝔼[cov(𝐟(𝑋)|𝑌 )],

从而由 (6­15)可知

𝐻𝑌 (𝐟(𝑋)) = tr {cov(𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ])}

= tr {I − 𝔼[cov(𝐟 (𝑋)|𝑌 )]}

= 𝑘 − tr {𝔼[cov(𝐟 (𝑋)|𝑌 )]}

= 𝑘 − 𝔼[tr {cov(𝐟 (𝑋)|𝑌 )}]

= 𝑘 − 𝔼 [‖𝐟(𝑋) − 𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ]‖2] ,

其中最后的等号成立依据

tr {cov(𝐟 (𝑋)|𝑌 )} = tr{𝔼 [(𝐟(𝑋) − 𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ])(𝐟(𝑋) − 𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ])T|𝑌 ]}
= 𝔼 [tr{(𝐟(𝑋) − 𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ])(𝐟(𝑋) − 𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ])T}|𝑌 ]
= 𝔼 [‖𝐟(𝑋) − 𝔼[𝐟(𝑋)|𝑌 ]‖2|𝑌 ] .
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D.7 引理 6.1的证明

为证明第一条性质，对 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑，定义 |𝒳𝑖| × (|𝒳1| ⋅ |𝒳2| ⋯ |𝒳𝑑|)矩阵 B𝑖为

𝐵𝑖(𝑥′
𝑖 ; 𝑥𝑑) =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑 )

√𝑃𝑋𝑖 (𝑥
′
𝑖 )
若 𝑥′

𝑖 = 𝑥𝑖

0 其他情况。

(D­18)

在此基础上，定义 (|𝒳1| + ⋯ + |𝒳𝑚|) × (|𝒳1| ⋯ |𝒳𝑚|)维矩阵

B0 ≜
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

B1

⋮
B𝑑

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (D­19)

则可验证

B = B0BT
0 , (D­20)

从而可知 B半正定。

为导出第二条性质，注意到 𝝍 (0) 为矩阵 B 对应于特征值 𝑑 的特征向量，故
(𝝍 (0))

T B𝝍 (0) = 𝑑. 此外，由 [35] 知 B𝑖𝑗 的最大奇异值为 1，亦即 ‖B𝑖𝑗‖s = 1，其中
‖⋅‖s表示矩阵的谱范数。
因此，对于由诸 |𝒳𝑖|维向量 𝝍𝑖构成的向量 𝝍 = [𝝍T

1 , ⋯ , 𝝍T
𝑑 ]

T
有

𝝍TB𝝍 =
𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

𝝍T
𝑖 B𝑖𝑗𝝍𝑗 ⩽

𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

‖𝝍𝑖‖ ⋅ ‖B𝑖𝑗‖s ⋅ ‖𝝍𝑗‖

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑

∑
𝑖=1

‖𝝍𝑖‖
⎞
⎟
⎟
⎠

2

⩽ 𝑑
𝑑

∑
𝑖=1

‖𝝍𝑖‖2 = 𝑑‖𝝍‖2,

其中第二个不等号可由算术平均不超过平方平均推出。从而可得

max
𝝍 ∶ ‖𝝍‖=1

𝝍TB𝝍 = 𝑑,

即 B最大特征值为等于 𝑑。
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为验证第三条性质，构造

𝝍 ′ =
[

𝝍 ′
1

𝟎 ]
,

其中 𝝍 ′
1 ∈ ℝ|𝒳1| 满足 ⟨𝝍 ′

1, 𝐯1⟩ = 0以及 ‖𝝍 ′
1‖2 = 1，且式中 𝟎为 (𝑚 − |𝒳1|)维的零

向量。则可验证 ⟨𝝍 ′, 𝝍 (0)⟩ = 0及 ‖𝝍 ′‖
2 = 1. 此外，注意到 B第二大特征值 𝜆(1)

可表示为

𝜆(1) = max
𝝍 ∶ ‖𝝍‖=1,⟨𝝍,𝝍 (0)⟩=0

𝝍TB𝝍,

由此推出 𝜆(1) ⩾ (𝝍 ′)
T B𝝍 ′ = ‖𝝍 ′

1‖2 = 1.
为检验第四条性质,定义 (𝑑 − 1)维子空间

𝒮eig ≜
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝝍 = [𝛼1𝐯T1 , ⋯ , 𝛼𝑑𝐯T𝑑]
T

∶
𝑑

∑
𝑖=1

𝛼𝑖 = 0
⎫⎪
⎬
⎪⎭

, (D­21)

则对任意 𝝍 ∈ 𝒮eig，由 B𝑖𝑗𝐯𝑗 = 𝐯𝑖 可得 B𝝍 = 𝟎𝑚，其中 𝟎𝑚 为 ℝ𝑚 中的零向量。因

此, 𝒮eig为 B对应于 𝑑 − 1个零特征值的特征空间。根据 B的半正定性可不妨假设

𝒮eig由 𝝍 (𝑚−𝑑+1), ⋯ , 𝝍 (𝑚−1)张成，对应特征值 𝜆(𝑚−𝑑+1) = ⋯ = 𝜆(𝑚−1) = 0。
为证明最后一条性质，对任意 ℓ = 1, ⋯ , 𝑚 − 𝑑，由 ⟨𝝍 (ℓ), 𝝍 (0)⟩ = 0可得

𝑑

∑
𝑖=1

⟨𝝍 (ℓ)
𝑖 , 𝐯𝑖⟩ = 0,

故由第三条性质可得

𝝍 ′ =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⟨𝝍 (ℓ)
1 , 𝐯1⟩ 𝐯1

⋮

⟨𝝍 (ℓ)
𝑑 , 𝐯𝑑⟩ 𝐯𝑑

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈ 𝒮eig.

因此有 ⟨𝝍 ′, 𝝍 (ℓ)⟩ = 0，亦即

𝑑

∑
𝑖=1

⟨𝝍 (ℓ)
𝑖 , 𝐯𝑖⟩

2
= 0,

从而可推出 ⟨𝝍 (ℓ)
𝑖 , 𝐯𝑖⟩ = 0, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑.
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D.8 定理 6.2的证明

首先，使用 1
2𝜖2 替代 𝛿 以便于局部信息几何方法中的表述。则约束 (6­17)可

表示为

𝐼(𝑈; 𝑋𝑑) ⩽ 1
2𝜖2, (D­22)

其中 𝜖为一小量。根据 (6­18)及 (D­22)可知对所有的 𝑢，条件分布 𝑃𝑋𝑑 |𝑈=𝑢可表达

为边缘分布的扰动：

𝑃𝑋𝑑 |𝑈 (𝑥𝑑|𝑢) = 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑) + 𝜖√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)𝜙𝑢(𝑥𝑑) (D­23)

其中 𝜙𝑢 可看作是 (|𝒳1| ⋅ |𝒳2| ⋯ |𝒳𝑑|)维的向量。此外，由 K­L散度的二阶 Taylor

展开 (参考命题 2.1)可知

𝐼(𝑈; 𝑋𝑑) = 𝔼𝑈 [𝐷(𝑃𝑋𝑑 |𝑈 ‖𝑃𝑋𝑑 )]

= 1
2𝜖2𝔼𝑈 [‖𝝓𝑈 ‖

2
] + 𝑜(𝜖2),

其中 ‖ ⋅ ‖表示 𝑙2范数。由于 𝜖很小，忽略高阶项之后可将约束 𝐼(𝑈; 𝑋𝑑) ⩽ 1
2𝜖2化

简为

𝔼𝑈 [‖𝝓𝑈 ‖2] ⩽ 1. (D­24)

进一步，注意到目标函数 ℓ(𝑋𝑑|𝑈)亦可表达为互信息的形式：

𝐷(𝑃𝑋𝑑 ‖𝑃𝑋1 ⋯ 𝑃𝑋𝑑 ) − 𝐷(𝑃𝑋𝑑 ‖𝑃𝑋1 ⋯ 𝑃𝑋𝑑 |𝑈) =
𝑑

∑
𝑖=1

𝐼(𝑈; 𝑋𝑖) − 𝐼(𝑈; 𝑋𝑑). (D­25)

对任意 𝑖，互信息 𝐼(𝑈; 𝑋𝑖)可由相应的 𝑙2范数近似：

𝐼(𝑈; 𝑋𝑖) = 1
2𝜖2𝔼𝑈 [‖𝝍𝑖,𝑈 ‖2] + 𝑜(𝜖2),

其中当 𝑈 = 𝑢时，对应 𝝍𝑖,𝑢定义为相应的 |𝒳𝑖|维向量：

𝜓𝑖,𝑢(𝑥𝑖) =
𝑃𝑋𝑖|𝑈 (𝑥𝑖|𝑢) − 𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)

𝜖√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)
(D­26)

因此，忽略 𝜖高阶项后，可将欲求优化问题转化为线性代数问题

maximize
𝔼𝑈 [‖𝝓𝑈 ‖2]⩽1

𝑑

∑
𝑖=1

𝔼𝑈 [‖𝝍𝑖,𝑈 ‖2] − 𝔼𝑈 [‖𝝓𝑈 ‖2]. (D­27)
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为求解 (D­27)，首先注意到 𝑃𝑋𝑖 及 𝑃𝑋𝑖|𝑈 分别为 𝑃𝑋𝑑 及 𝑃𝑋𝑑 |𝑈 对应的边缘分

布，因此 𝝓𝑢与 𝝍𝑖,𝑢满足

𝜓𝑖,𝑢(𝑥𝑖) = ∑𝑥1,⋯,𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1,⋯,𝑥𝑑

√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)
𝜙𝑢(𝑥𝑑).

将上式表示为矩阵形式，得 𝝍𝑖,𝑢 = B𝑖 ⋅ 𝝓𝑢，其中 B𝑖定义由(D­18)给出。

因此，根据

𝑑

∑
𝑖=1

𝔼𝑈 [‖𝝍𝑖,𝑈 ‖2] =
𝑑

∑
𝑖=1

𝔼𝑈 [‖B𝑖 ⋅ 𝝓𝑈 ‖2] = 𝔼𝑈 [‖B0 ⋅ 𝝓𝑈 ‖2],

可将 (D­27)表示为

maximize
𝔼𝑈 [‖𝝓𝑈 ‖2]⩽1

𝔼𝑈 [‖B0 ⋅ 𝝓𝑈 ‖2] − 𝔼𝑈 [‖𝝓𝑈 ‖2], (D­28)

其中 B0定义由 (D­19)给出。此外，由于 𝝓𝑢为信息向量，由定义可知

∑
𝑥𝑑

√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)𝜙𝑢(𝑥𝑑) = 0, (D­29)

从而 𝝓𝑈 正交于由诸√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)构成的 (|𝒳1| ⋅ |𝒳2| ⋯ |𝒳𝑑|)维向量 𝝓(0)。特别地，根

据 [35]可知 𝝓(0) 为矩阵 B0 对应于最大奇异值 𝜎0 = √𝑑 的右奇异向量，且相应的
左奇异向量为 𝝍 (0)。由 (D­20)知 B0 的第二大奇异值为 𝜎1 = √𝜆(1) ⩾ 1，且 (D­28)

的最优解满足对任意 𝑢，𝝓𝑈=𝑢与 B0第二大奇异值对应的右奇异向量平行。

注意到 B0 次大奇异值对应的左奇异向量的计算要比其右奇异向量计算简单，

且该左奇异向量也是矩阵 B0BT
0 = B的次大奇异值所对应的左奇异向量，即 𝝍 (1)。

从而，B0的第二大奇异值对应的右奇异向量 𝝓(1)为

𝜙(1)(𝑥𝑑) = 1
√𝜆(1)

(BT
0 𝝍 (1))(𝑥𝑑)

= 1
√𝜆(1)

⋅
⎛
⎜
⎜
⎝
√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

𝑑

∑
𝑖=1

𝜓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖)

√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)

⎞
⎟
⎟
⎠

= √𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑) ⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

1
√𝜆(1)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎞
⎟
⎟
⎠

, (D­30)

其中 (BT
0 𝝍 (1))(𝑥𝑑)为向量 BT

0 𝝍 (1)的第 𝑥𝑑 个元素。由于所有的 𝝓𝑈=𝑢均与 𝝓(1)平行，
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存在函数 ℎ∶ 𝑈 ↦ ℝ使得

𝑃𝑋𝑑 |𝑈 (𝑥𝑑|𝑢) = 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
⎛
⎜
⎜
⎝
1 + 𝜖ℎ(𝑢)

√𝜆(1)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑜(𝜖),

其中 𝑜(𝜖)项来自 (D­24)中的局部近似。因此，所考察优化问题对应的最优联合分

布可表示为

𝑃𝑈𝑋𝑑 (𝑢, 𝑥𝑑) = 𝑃𝑈 (𝑢)𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
⎛
⎜
⎜
⎝
1 + 𝜖ℎ(𝑢)

√𝜆(1)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑜(𝜖). (D­31)

将(D­31)两边对所有的 𝑢 ∈ 𝑈 求和，可得 ∑𝑢∈𝑈 𝑃𝑈 (𝑢)ℎ(𝑢) = 0，从而可知 ℎ(𝑈)为
零均值函数。此外，由 (D­24)可求得方差 𝔼[ℎ2(𝑈)] = 1。最后，注意到当 𝛿 很小
时，指数族 𝒫 (𝛿)

exp可表示为

𝒫 (𝛿)
exp = {𝑃𝑈 (𝑢)𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑) ⋅

⎛
⎜
⎜
⎝
1 + √2𝛿ℎ(𝑢)

√𝜆(1)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (1)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑜 (√𝛿) ∶ ℎ ∈ ℋ𝛿}.

对比 (D.8)以及 (D­31)，并结合 𝛿 = 1
2𝜖2可得欲证结论。

D.9 定理 6.3的证明

首先给出如下引理 (可见 [63] p. 248中引理 4.3.39)。

引理 D.2： 对任意给定的 𝑘1 × 𝑘2矩阵 A及 𝑘 ∈ {1, ⋯ ,min{𝑘1, 𝑘2}}，有

max
M∈ℝ𝑘2×𝑘‖AM‖

2
F =

𝑘

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖 , (D­32)

其中 ‖ ⋅ ‖F 表示 Frobenius范数，且 𝜎1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜎min{𝑚,𝑛} 为 A的奇异值。此外，当

M = [𝐯1 ⋯ 𝐯𝑘]Q时，(D­32)可取得最大值，其中对任意 𝑖 = 1, ⋯ ,min{𝑚, 𝑛}，𝐯𝑖

为 A与 𝜎𝑖对应的右奇异向量，且 Q ∈ ℝ𝑘×𝑘为任意的正交矩阵。

与定理 6.2类似，我们首先将 𝛿替代为 1
2𝜖2 并且定义条件分布 𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑘=𝑢𝑘 所对

应的 (|𝒳1| ⋅ |𝒳2| ⋯ |𝒳𝑑|)维信息向量 𝝓𝑢𝑘 使其满足

𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑘(𝑥𝑑|𝑢𝑘) = 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑) + 𝜖√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)𝝓𝑢𝑘(𝑥𝑑), (D­33)

则根据 K­L散度的二阶 Taylor展开有

𝐼(𝑈 𝑘; 𝑋𝑑) = 𝔼𝑈𝑘[𝐷(𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑘‖𝑃𝑋𝑑 )]
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= 1
2𝜖2𝔼𝑈𝑘 [‖𝝓𝑈𝑘‖

2
] + 𝑜(𝜖2).

类似地，对 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘，条件分布 𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑖=𝑢𝑖 可表为

𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑖(𝑥
𝑑|𝑢𝑖) = 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑) + 𝜖√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)𝝓𝑢𝑖(𝑥

𝑑), (D­34)

从而

𝐼(𝑈𝑖; 𝑋𝑑) = 1
2𝜖2𝔼𝑈𝑖 [‖𝝓𝑈𝑖‖

2

] + 𝑜(𝜖2).

忽略 𝜖的高阶项，可将第一个约束条件化简为

1 ⩾ 𝔼𝑈1 [‖𝝓𝑈𝑖‖
2

] ⩾ ⋯ ⩾ 𝔼𝑈𝑘 [‖𝝓𝑈𝑖‖
2

] .

此外，根据 𝑈 𝑘的独立性及条件独立性，𝝓𝑢𝑘 与 𝝓𝑢𝑖 满足

𝝓𝑢𝑘 =
𝑘

∑
𝑖=1

𝝓𝑢𝑖 + 𝑜(1) (D­35)

以及

⟨𝝓𝑢𝑖 , 𝝓𝑢𝑗 ⟩ = 0, 对任意 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑢𝑖 ∈ 𝒰𝑖, 𝑢𝑗 ∈ 𝒰𝑗 . (D­36)

实际上，由

𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑘(𝑥𝑑|𝑢𝑘) =
𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)𝑃𝑈𝑘|𝑋𝑑 (𝑢𝑘|𝑥𝑑)

𝑃𝑈𝑘(𝑢𝑘)

= 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
𝑘

∏
𝑖=1

𝑃𝑈𝑖|𝑋𝑑 (𝑢𝑖|𝑥𝑑)
𝑃𝑈𝑖(𝑢𝑖)

,

可得

𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑘(𝑥𝑑|𝑢𝑘)
𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

=
𝑘

∏
𝑖=1

𝑃𝑈𝑖|𝑋𝑑 (𝑢𝑖|𝑥𝑑)
𝑃𝑈𝑖(𝑢𝑖)

=
𝑘

∏
𝑖=1

𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑖(𝑥
𝑑|𝑢𝑖)

𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
. (D­37)

将 (D­33)及 (D­34)代入 (D­37)可推出

1 + 𝜖
𝝓𝑢𝑘(𝑥𝑑

1 )
√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

=
𝑘

∏
𝑖=1 [

1 + 𝜖
𝝓𝑢𝑖(𝑥

𝑑
1 )

√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)]
.

比较等式两边 𝜖项，得 (D­35)。
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为证明 (D­36),注意到根据 (D­34)，对任意 𝑖 ≠ 𝑗，及 𝑢𝑖 ∈ 𝒰𝑖，𝑢𝑗 ∈ 𝒰𝑗，有

𝜖2
⟨𝝓𝑢𝑖 , 𝝓𝑢𝑗 ⟩ = 𝜖2

∑
𝑥𝑑

𝜙𝑢𝑖(𝑥
𝑑)𝜙𝑢𝑗 (𝑥𝑑) (D­38)

= ∑
𝑥𝑑

1

(
1

𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
⋅ [𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑖(𝑥

𝑑|𝑢𝑖) − 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)]

⋅ [𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑗 (𝑥𝑑|𝑢𝑖) − 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)]) (D­39)

= ∑
𝑥𝑑

1

𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑖(𝑥
𝑑|𝑢𝑖)𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑗 (𝑥𝑑|𝑢𝑗)
𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

− 1 (D­40)

= ∑
𝑥𝑑

1

𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑) ⋅
𝑃𝑈𝑖|𝑋𝑑 (𝑢𝑖|𝑥𝑑)

𝑃𝑈𝑖(𝑢𝑖)
⋅

𝑃𝑈𝑗 |𝑋𝑑 (𝑢𝑗|𝑥𝑑)
𝑃𝑈𝑗 (𝑢𝑗) − 1

= 1
𝑃𝑈𝑖𝑈𝑗 (𝑢𝑖, 𝑢𝑗) ∑

𝑥𝑑
1

𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)𝑃𝑈𝑖𝑈𝑗 |𝑋𝑑 (𝑢𝑖, 𝑢𝑗|𝑥𝑑) − 1 (D­41)

= 0,

其中 (D­41)利用了 𝑈𝑖与 𝑈𝑗 的独立性及条件独立性。

此外，目标函数 ℒ(𝑋𝑑|𝑈 𝑘)可表示为 [参见 (D­25)]

𝐷(𝑃𝑋𝑑 ‖𝑃𝑋1 ⋯ 𝑃𝑋𝑑 ) − 𝐷(𝑃𝑋𝑑 ‖𝑃𝑋1 ⋯ 𝑃𝑋𝑑 |𝑈 𝑘)

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝐼(𝑈 𝑘; 𝑋𝑖) − 𝐼(𝑈 𝑘; 𝑋𝑑)

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝐼(𝑈 𝑘; 𝑋𝑖) −
𝑘

∑
𝑗=1

𝐼(𝑈𝑗 ; 𝑋𝑑), (D­42)

其中最后的等式依据

𝐼(𝑈 𝑘; 𝑋𝑑) = 𝔼𝑈𝑘𝑋𝑑 [
log

𝑃𝑈𝑘|𝑋𝑑 (𝑈 𝑘|𝑋𝑑)
𝑃𝑈𝑘(𝑈 𝑘) ]

(D­43)

= 𝔼𝑈𝑘𝑋𝑑
⎡⎢⎢⎣

𝑘

∑
𝑗=1

log
𝑃𝑈𝑗 |𝑋𝑑 (𝑈𝑗|𝑋𝑑)

𝑃𝑈𝑗 (𝑈𝑗)
⎤⎥⎥⎦

(D­44)

=
𝑘

∑
𝑗=1

𝐼(𝑈𝑗 ; 𝑋𝑑), (D­45)

且 (D­44)基于 𝑈1, ⋯ , 𝑈𝑘的独立性及关于 𝑋𝑑 的条件独立性。
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对所有 𝑖，互信息 𝐼(𝑈 𝑘; 𝑋𝑖)可近似为

𝐼(𝑈 𝑘; 𝑋𝑖) = 1
2𝜖2𝔼𝑈𝑘 [‖𝝍𝑖,𝑈𝑘‖

2
] + 𝑜(𝜖2),

其中对任意 𝑈 𝑘 = 𝑢𝑘，𝝍𝑖,𝑢𝑘 定义为 |𝒳𝑖|维信息向量：

𝜓𝑖,𝑢𝑘(𝑥𝑖) =
𝑃𝑋𝑖|𝑈𝑘(𝑥𝑖|𝑢𝑘) − 𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)

𝜖√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)
.

因此当忽略 𝜖高阶项时，全相关优化问题可化简为

maximize
𝝓𝑢𝑘

𝑑

∑
𝑖=1

𝔼𝑈𝑘 [‖𝝍𝑖,𝑈𝑘‖
2
] −

𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖𝝓𝑈𝑗 ‖
2

] (D­46a)

subject to 1 ⩾ 𝔼𝑈1 [‖𝝓𝑈1‖
2

] ⩾ ⋯ ⩾ 𝔼𝑈𝑘 [‖𝝓𝑈𝑘‖
2

] (D­46b)

⟨𝝓𝑢𝑖 , 𝝓𝑢𝑗 ⟩ = 0, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑢𝑖 ∈ 𝒰𝑖, 𝑢𝑗 ∈ 𝒰𝑗 (D­46c)

⟨𝝓𝑢𝑗 , 𝝓(0)
⟩ = 0, ∀ 𝑢𝑗 ∈ 𝒰𝑗 , 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑘 (D­46d)

𝝓𝑢𝑘 =
𝑘

∑
𝑗=1

𝝓𝑢𝑗 , ∀ 𝑢𝑘 ∈ 𝒰1 × ⋯ × 𝒰𝑘. (D­46e)

为求解 (D­46)，首先注意到 𝝍𝑖,𝑈𝑘 = B𝑖𝝓𝑈𝑘 ,其中 B𝑖定义由 (D­18)给出。目标

函数 (D­46a)可表示为

𝑑

∑
𝑖=1

𝔼𝑈𝑘 [‖𝝍𝑖,𝑈𝑘‖
2
] −

𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖𝝓𝑈𝑗 ‖
2

]

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝔼𝑈𝑘 [‖B𝑖𝝓𝑈𝑘‖
2
] −

𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖𝝓𝑈𝑗 ‖
2

] (D­47)

= 𝔼𝑈𝑘 [‖B0𝝓𝑈𝑘‖
2
] −

𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖𝝓𝑈𝑗 ‖
2

] (D­48)

= 𝔼𝑈𝑘
⎡
⎢
⎢
⎣

‖
‖
‖‖

𝑘

∑
𝑗=1

B0𝝓𝑈𝑗

‖
‖
‖‖

2⎤
⎥
⎥
⎦

−
𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖𝝓𝑈𝑗 ‖
2

] (D­49)

=
𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖B0𝝓𝑈𝑗 ‖
2

] −
𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖𝝓𝑈𝑗 ‖
2

] (D­50)

=
𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖B0𝝓𝑈𝑗 ‖
2

− ‖𝝓𝑈𝑗 ‖
2

] (D­51)
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其中 B0定义参见 (D­19)。为导出 (D­50)，只需注意到对 𝑖 ≠ 𝑗，有

𝔼𝑈𝑘 [𝝓T
𝑈𝑖
BT

0B0𝝓𝑈𝑗 ] = (𝔼𝑈𝑖 [𝝓𝑈𝑖])
T
BT

0B0 (𝔼𝑈𝑗 [𝝓𝑈𝑗 ]) = 0,

其中第一个等号基于 𝑈𝑖与 𝑈𝑗 相互独立，第二个等号基于 𝔼𝑈𝑖 [𝝓𝑈𝑖] = 0.
为最大化 (D­51),诸 𝝓𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 ∈ 𝒰𝑖应平行，否则可在保持 𝔼𝑈𝑖[‖𝝓𝑈𝑖‖

2]不变的前
提下令所有 𝝓𝑢𝑖 都平行于

argmax
𝝓𝑢𝑖 ∶ 𝑢𝑖∈𝒰𝑖

‖B0𝝓𝑢𝑖‖
2

‖𝝓𝑢𝑖‖2 ,

从而目标函数值将增大，与最优性矛盾。

因此，对任意 𝑖以及 𝑢𝑖 ∈ 𝒰𝑖，𝝓𝑢𝑖 可表示为

𝝓𝑢𝑖 = ℎ𝑖(𝑢𝑖)𝝓𝑖, (D­52)

其中 ℎ𝑖 ∶ 𝒰𝑖 ↦ ℝ且 𝝓𝑖为单位向量。从而可得 𝔼𝑈𝑖[𝝓𝑈𝑖] = 𝔼𝑈𝑖[ℎ𝑖(𝑈𝑖)]𝝓𝑖 = 0及

𝔼𝑈𝑖[‖𝝓𝑈𝑖‖
2] = 𝔼𝑈𝑖[ℎ

2
𝑖 (𝑈𝑖)], (D­53a)

𝔼𝑈𝑖[‖B0𝝓𝑈𝑖‖
2] = 𝔼𝑈𝑖[ℎ

2
𝑖 (𝑈𝑖)]‖B0𝝓𝑖‖2. (D­53b)

于是约束条件 (D­46b)可化简为

1 ⩾ 𝔼𝑈1[ℎ2
1(𝑈1)] ⩾ ⋯ ⩾ 𝔼𝑈𝑘[ℎ2

𝑘(𝑈𝑘)]. (D­54)

此外，由 (D­53)可知 𝔼𝑈𝑖[‖B0𝝓𝑈𝑖‖
2] − 𝔼𝑈𝑖[‖𝝓𝑈𝑖‖

2] = 𝔼𝑈𝑖[ℎ
2
𝑖 (𝑈𝑖)] [‖B0𝝓𝑖‖2 − 1],故

最大化 (D­51)的 ℎ𝑖应满足

𝔼𝑈𝑖[ℎ
2
𝑖 (𝑈𝑖)] =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 若 ‖B0𝝓𝑖‖2 > 1

0 其他情况.

由 (D­54)知存在 𝑘0 ∈ {1, ⋯ , 𝑘}使得

𝔼𝑈𝑖[ℎ2
𝑖 (𝑈𝑖)] =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘0

0 𝑖 > 𝑘0,
(D­55)

于是目标函数 (D­51)可化简为

𝑘

∑
𝑗=1

𝔼𝑈𝑗 [‖B0𝝓𝑈𝑗 ‖
2

− ‖𝝓𝑈𝑗 ‖
2

] =
𝑘0

∑
𝑗=1

‖B0𝝓𝑖‖2 − 𝑘0

197



附录 D 第 6章中的证明

= ‖B0𝚽0‖
2
F − 𝑘0,

其中𝚽0 ≜ [𝝓1 ⋯ 𝝓𝑘0].
因此优化问题 (D­46)等价于

maximize
𝚽0

‖B0𝚽0‖
2
F − 𝑘0 (D­56a)

subject to 𝚽T
0 𝚽0 = I𝑘0 (D­56b)

𝚽T
0 𝝓(0) = 𝟎𝑘0 , (D­56c)

其中 I𝑘0 为 𝑘0阶单位阵，𝟎𝑘0 为 ℝ𝑘0 中的零向量。又由于 𝝓(0)为 B0最大奇异值对

应的右奇异向量，(D­56)可进一步化简为

maximize
𝚽0

‖B̃0𝚽0‖
2
F − 𝑘0 (D­57a)

subject to 𝚽T
0 𝚽0 = I𝑘0 , (D­57b)

其中 B̃0 ≜ B0 − √𝜆(0)𝝍0 (𝝓(0))
T.

由引理 D.2可知，(D­57)的最优值为

𝑘0

∑
𝑖=1

𝜆(𝑖) − 𝑘0 =
𝑘0

∑
𝑖=1

[𝜆(𝑖) − 1] . (D­58)

为最大化 (D­58)，𝑘0应取为使得 𝜆(𝑖) > 1的最大的 𝑖，亦即 𝑘0 = min{𝑘, 𝑘∗}。此外，
最优的𝚽0为𝚽0 = [𝝓(1) ⋯ 𝝓(𝑘0)]Q，其中 Q ∈ ℝ𝑘0×𝑘0 满足 QTQ = I𝑘0。因此

𝝓ℓ =
𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ𝝓(𝑗).

与 (D­30)同理，𝝓(𝑗)可表示为

𝜙(𝑗)(𝑥𝑑)
√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

= 1
√𝜆(𝑗)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖),

故

𝜙ℓ(𝑥𝑑)
√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

=
𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ ⋅ 𝜙(𝑗)(𝑥𝑑)
√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

=
𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ

√𝜆(𝑗)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖).
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从而由 (D­52)可得对任意 ℓ = 1, ⋯ , 𝑘0，有

𝜙𝑢ℓ(𝑥𝑑)

√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
= ℎℓ(𝑢ℓ)

𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ

√𝜆(𝑗)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖). (D­59)

又由 (D­46e)可知

𝝓𝑢𝑘 =
𝑘

∑
ℓ=1

𝝓𝑢ℓ =
𝑘0

∑
ℓ=1

𝝓𝑢ℓ ,

其中第二个等号基于 𝝓𝑢ℓ = 𝟎 (ℓ > 𝑘0)，后者可利用 (D­52)及 (D­55)得出。

因此有

𝜙𝑢𝑘(𝑥𝑑)
√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)

=
𝑘0

∑
ℓ=1

𝜙𝑢ℓ(𝑥𝑑)

√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
=

𝑘0

∑
ℓ=1

ℎℓ(𝑢ℓ)
𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ

√𝜆(𝑗)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖),

从而可得

𝑃𝑋𝑑 |𝑈𝑘(𝑥𝑑|𝑢𝑘) = 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
[

1 + 𝜖 𝜙𝑢𝑘(𝑥𝑑)
√𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)]

+ 𝑜(𝜖)

= 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
⎡⎢⎢⎣
1 + 𝜖

𝑘0

∑
ℓ=1

ℎℓ(𝑢ℓ)
𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ

√𝜆(𝑗)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎤⎥⎥⎦
+ 𝑜(𝜖)

以及

𝑃𝑋𝑑𝑈𝑘(𝑥𝑑 , 𝑢𝑘)

= 𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
⎡⎢⎢⎣

𝑘

∏
𝑗=1

𝑃𝑈𝑗 (𝑢𝑗)
⎤⎥⎥⎦

⋅
⎡⎢⎢⎣
1 + 𝜖

𝑘0

∑
ℓ=1

ℎℓ(𝑢ℓ)
𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ

√𝜆(𝑗)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎤⎥⎥⎦
+ 𝑜(𝜖).

(D­60)

最后，注意到当 𝛿很小时，指数族 𝒫 (𝛿)
exp,𝑘可表示为

𝒫 (𝛿)
exp,𝑘 =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑃𝑋𝑑 (𝑥𝑑)
⎡⎢⎢⎣

𝑘

∏
𝑗=1

𝑃𝑈𝑗 (𝑢𝑗)
⎤⎥⎥⎦

⋅
⎡⎢⎢⎣
1 + √2𝛿

𝑘0

∑
ℓ=1

ℎℓ(𝑢ℓ)
𝑘0

∑
𝑗=1

𝑞𝑗ℓ

√𝜆(𝑗)

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑗)
𝑖 (𝑥𝑖)

⎤⎥⎥⎦

∶ ℎℓ ∈ ℋℓ,Q = [𝑞𝑖𝑗]𝑘0×𝑘0 ,QTQ = I𝑘0

⎫⎪
⎬
⎪⎭

. (D­61)

对比 (D­61)及 (D­60)，并根据 𝛿 = 1
2𝜖2即得欲证结论。
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D.10 联合相关最大化

给定函数 𝑓 𝑖 ∶ 𝒳𝑖 ↦ ℝ𝑘, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑,定义𝚿𝑖 ∈ ℝ|𝒳𝑖|×𝑘使得𝚿𝑖的行向量分别为

√𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)𝑓T
𝑖 (𝑥𝑖)，𝑥𝑖 ∈ 𝒳𝑖。在此基础上，定义 𝑚 × 𝑘矩阵 𝚿为 𝚿 = [𝚿T

1 ⋯ 𝚿𝑑] ,
则优化问题 (6­27)可表示成

maximize
𝚿∶ 𝚿∈ℝ𝑚×𝑘

tr{𝚿TB𝚿} (D­62a)

subject to 𝚿T
𝑖 𝐯𝑖 = 𝟎𝑘, ∀ 𝑖 (D­62b)

𝚿T𝚿 = I𝑘, (D­62c)

其中 𝟎𝑘为 ℝ𝑘中的零向量，且 I𝑘为 𝑘 × 𝑘单位阵。为给出 (6­27)与 (D­62)的等价

性，注意到

𝚿T𝚿 =
𝑑

∑
𝑖=1

𝚿T
𝑖 𝚿𝑖 =

𝑑

∑
𝑖=1

∑
𝑥𝑖∈𝒳𝑖

𝑃𝑋𝑖(𝑥𝑖)𝑓 𝑖(𝑥𝑖)𝑓T
𝑖 (𝑥𝑖)

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T
𝑖 (𝑋𝑖)]

= 𝔼
⎡⎢⎢⎣

𝑑

∑
𝑖=1

𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T
𝑖 (𝑋𝑖)

⎤⎥⎥⎦
及

tr{𝚿TB𝚿} =
𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

tr{𝚿T
𝑖 B𝑖𝑗𝚿𝑗}

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

tr{𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T
𝑗 (𝑋𝑗)]}

=
𝑑

∑
𝑖=1

tr{𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T
𝑖 (𝑋𝑖)]} + ∑

𝑖≠𝑗
tr{𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T

𝑗 (𝑋𝑗)]}

= tr
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑑

∑
𝑖=1

𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T
𝑖 (𝑋𝑖)]

⎫⎪
⎬
⎪⎭

+ ∑
𝑖≠𝑗

tr{𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T
𝑗 (𝑋𝑗)]}

= 𝑘 + 𝔼
⎡⎢⎢⎣
∑
𝑖≠𝑗

𝑓T
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓 𝑗(𝑋𝑗)

⎤⎥⎥⎦
.

由 引理 6.1 知对所有的 𝑘 < 𝑚 − 𝑑，(D­62) 的解可表示为 𝚿∗ =

[𝝍 (1) ⋯ 𝝍 (𝑘)]Q,其中 Q ∈ ℝ𝑘×𝑘 为正交阵。故 (6­27)的最优解对应于 𝑓 (ℓ)
𝑖 ，其

中 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑，ℓ = 1, ⋯ , 𝑘。
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D.11 比特公共模式提取

首先定义 ℓmax 为使 𝑤(𝒥ℓ) > 0 的最大的 ℓ，亦即 ℓmax ≜ max{ℓ∶ 0 ⩽ ℓ ⩽
2𝑟 − 1, 𝑤(𝒥ℓ) > 0}，则 𝑤(𝒥ℓ) > 0等价于 ℓ ⩽ ℓmax，且 (6­29)可等价地表示为

𝜆(ℓ) = 𝑤(𝒥ℓ), ℓ ⩽ ℓmax, (D­63)

以及

𝜆(ℓ) = 0, ℓ > ℓmax. (D­64)

注意到 (6­22)建立了诸函数 𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑)与向量 𝝍 (ℓ)的一一对应关系。基

于该关系，可使用 𝝍̃ (ℓ)表示由 (6­30)定义的 𝑓 (ℓ)
𝑖 。

接下来的证明可分为如下两步：首先，我们验证 𝝍̃ (ℓ) (ℓ = 0, ⋯ , ℓmax)为 B分

别关于特征值 𝑤(𝒥ℓ) (ℓ = 0, ⋯ , ℓmax)的 (ℓmax + 1)个正交的特征向量，即对任意
0 ⩽ ℓ ⩽ ℓmax与 0 ⩽ ℓ′ ⩽ ℓmax，诸 𝝍̃ (ℓ)满足

B𝝍̃ (ℓ) = 𝑤(𝒥ℓ)𝝍̃ (ℓ) 及 ⟨𝝍̃ (ℓ), 𝝍̃ (ℓ′)
⟩ = 𝛿ℓℓ′ , (D­65)

其中 𝛿ℓℓ′ 为 Kronecker delta记号。在此基础上，只需验证 B的其它所有特征值均

为 0 [参见(D­64)]。

为此，首先将 (D­65)表示成 𝑓 (ℓ)
𝑖 的形式，得

𝑑

∑
𝑗=1

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑗 (𝑋𝑗)|𝑋𝑖] = 𝑤(𝒥ℓ)𝑓 (ℓ)

𝑖 (𝑋𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑, (D­66)

以及

𝑑

∑
𝑖=1

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓

(ℓ′)
𝑖 (𝑋𝑖)] = 𝛿ℓℓ′ . (D­67)

根据 [参见 (6­28)]

𝑑

∑
𝑖=1

1{𝒥ℓ⊂ℐ𝑖} =
𝑑

∑
𝑗=1

1{𝒥ℓ⊂ℐ𝑗} = 𝑤(𝒥ℓ),

只需验证

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑗 (𝑋𝑗)|𝑋𝑖] = 𝑓 (ℓ)

𝑖 (𝑋𝑖) ⋅ 1{𝒥ℓ⊂ℐ𝑗}, 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑑, (D­68)

201



附录 D 第 6章中的证明

以及

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓

(ℓ′)
𝑖 (𝑋𝑖)] =

1{𝒥ℓ⊂ℐ𝑖}
𝑤(𝒥ℓ) ⋅ 𝛿ℓℓ′ , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑. (D­69)

为导出 (D­68)，注意到若 𝒥ℓ ⊄ ℐ𝑗，由 (6­30)可得 𝑓𝑗(𝑋𝑗) = 0，从而 (D­68)成

立；否则可得到 𝒥ℓ ⊂ ℐ𝑗 及

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑗 (𝑋𝑗)|𝑋𝑖] = 1

√𝑤(𝒥ℓ)
𝔼

⎡⎢⎢⎣
∏
𝑠∈𝒥ℓ

𝑏𝑠
|
|
||
𝑋𝑖

⎤⎥⎥⎦
. (D­70)

因为 𝑋𝑖 = 𝑏ℐ𝑖 由下标在 ℐ𝑖中的诸 𝑏𝑠构成，故

𝔼
⎡⎢⎢⎣

∏
𝑠∈𝒥ℓ

𝑏𝑠
|
|
||
𝑋𝑖

⎤⎥⎥⎦
=

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

∏
𝑠∈𝒥ℓ

𝑏𝑠 若 𝒥ℓ ⊂ ℐ𝑖

0 其他情况,

由此推出

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑗 (𝑋𝑗)|𝑋𝑖] = 1

√𝑤(𝒥ℓ)
𝔼

⎡⎢⎢⎣
∏
𝑠∈𝒥ℓ

𝑏𝑠
|
|
||
𝑋𝑖

⎤⎥⎥⎦

=
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1
√𝑤(𝒥ℓ) ∏

𝑠∈𝒥ℓ

𝑏𝑠 若 𝒥ℓ ⊂ ℐ𝑖

0 其他情况

= 𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖) = 𝑓 (ℓ)

𝑖 (𝑋𝑖) ⋅ 1{𝒥ℓ⊂ℐ𝑗}.

同理，若 ℓ = ℓ′，(D­69)可立即由 (6­30)推出,从而只需考虑 ℓ ≠ ℓ′的情形并

证明

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓

(ℓ′)
𝑖 (𝑋𝑖)] = 0. (D­71)

实际上，若有 𝒥ℓ ⊄ ℐ𝑖或 𝒥ℓ′ ⊄ ℐ𝑖，(D­71)显然成立；否则有 𝒥ℓ ⊂ ℐ𝑖以及 𝒥ℓ′ ⊂ ℐ𝑖，

从而根据 (6­30)得

𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓

(ℓ′)
𝑖 (𝑋𝑖) = 1

√𝑤(𝒥ℓ)𝑤(𝒥ℓ′) ∏
𝑗∈𝒥ℓ △ 𝒥ℓ′

𝑏𝑗 ,

其中 “△”表示两个集合的对称差，亦即 𝐴 △ 𝐵 = (𝐴 ⧵ 𝐵) ∪ (𝐵 ⧵ 𝐴)。由此得出

𝔼 [𝑓 (ℓ)
𝑖 (𝑋𝑖)𝑓

(ℓ′)
𝑖 (𝑋𝑖)] = 1

√𝑤(𝒥ℓ)𝑤(𝒥ℓ′) ∏
𝑗∈𝒥ℓ △ 𝒥ℓ′

𝔼 [𝑏𝑗] = 0.
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注意到由于 𝒥ℓ ≠ 𝒥ℓ′，上式中的集合 (𝒥ℓ △ 𝒥ℓ′)非空。
最后，为证明 (D­64)，即除 𝑤(𝒥ℓ) (ℓ = 0, ⋯ , ℓmax)外所有特征值均为零，首

先注意到

ℓmax

∑
ℓ=0

𝑤(𝒥ℓ) =
2𝑟−1

∑
ℓ=0

𝑤(𝒥ℓ) = ∑
ℐ⊂[𝑟]

𝑤(ℐ)

= ∑
ℐ⊂[𝑟]

𝑑

∑
𝑖=1

1{ℐ⊂ℐ𝑖}

=
𝑑

∑
𝑖=1

∑
ℐ⊂[𝑟]

1{ℐ⊂ℐ𝑖}

=
𝑑

∑
𝑖=1

2|ℐ𝑖| =
𝑑

∑
𝑖=1

|𝒳𝑖| = 𝑚.

其次，所有特征值的和满足

𝑚−1

∑
ℓ=0

𝜆(ℓ) = tr {B} = 𝑚.

由引理 6.1可知，B所有特征值均为非负，由此可推出 (D­64)。

D.12 命题 6.5的证明

首先将 (6­21)中定义的 B̃表示为分块矩阵

B̃ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

B̃11 B̃12 ⋯ B̃1𝑑

B̃21 B̃22 ⋯ B̃2𝑑

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
B̃𝑑1 B̃𝑑2 ⋯ B̃𝑑𝑑

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (D­72)

其中 B̃𝑖𝑗 为 (|𝒳𝑖| × |𝒳𝑗|)的矩阵。于是 ‖B̃ − 𝚿𝚿T‖
2
F可写作

‖B̃ − 𝚿𝚿T‖
2
F =

𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

‖B̃𝑖𝑗 − 𝚿𝑖𝚿T
𝑗 ‖

2
F

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

[‖B̃𝑖𝑗‖
2
F − 2 tr{𝚿T

𝑖 B̃𝑖𝑗𝚿𝑗} + ‖𝚿𝑖𝚿𝑗‖
2
F]

=
𝑑

∑
𝑖=1

𝑑

∑
𝑗=1

[‖B̃𝑖𝑗‖
2
F − 2𝐻 (𝑓 𝑖(𝑋𝑖), 𝑓 𝑗(𝑋𝑗))]

203



附录 D 第 6章中的证明

= ‖B̃‖
2
F − 2𝐻 (𝑓 1(𝑋1), ⋯ , 𝑓 𝑑(𝑋𝑑)) , (D­73)

其中第三个等号基于性质

tr{𝚿T
𝑖 B̃𝑖𝑗𝚿𝑗} − 1

2‖𝚿𝑖𝚿𝑗‖
2
F = 𝔼 [𝑓T

𝑖 (𝑋𝑖)𝑓 𝑗(𝑋𝑗)] − (𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)])
T

𝔼 [𝑓 𝑗(𝑋𝑗)]

− 1
2 tr{𝔼 [𝑓 𝑖(𝑋𝑖)𝑓T

𝑖 (𝑋𝑖)] 𝔼 [𝑓 𝑗(𝑋𝑖)𝑓T
𝑗 (𝑋𝑗)]}

= 𝐻 (𝑓 𝑖(𝑋𝑖), 𝑓 𝑗(𝑋𝑗)) .
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